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１．はじめに

偏差の絶対値の最大値を最小にするChebyshev基準（ミニマックス法）による回帰直線を求める

非線形計画法の問題がKelly［９］によって，続いてWagner［15］によってリニアー・プログラミ

ングの問題に変換できることが示された．Appa and Smith［１］はこの方法による回帰平面がもつ

若干の特徴を明らかにし，Farebrother［５］はこの方法の歴史的発展を辿るとともに，この方法に

よる回帰直線を図によって求める間接的な方法を示した．尾崎［12］はChebyshev基準による定数

項をもつ一般的な回帰直線の多くの特徴をリニアー・プログラミングを用いて証明し，尾崎［14］

はこの回帰直線を幾何学的に求める直接的で，簡単な方法を提案した．

データの平均とかある特定の点を通る回帰直線は，各々の観測値の座標から平均あるいはその特

定の点の座標を引くことによって原点を通る回帰直線として取り扱うことができる．定数項をもつ

回帰直線と原点を通る回帰直線とではそれらを特徴づける条件が異なる．尾崎［13］はChebyshev

基準による原点を通る回帰直線を求める一般的な式を見出し，それに基づいて原点を通るこの回帰

直線がもつ若干の特徴を明らかにした．本論文の目的はChebyshev基準による原点を通る回帰直線

がもつ特徴をさらに別の観点から明らかにすることにある．

２．Chebyshev基準による原点を通る回帰直線

独立変数を ，従属変数を とし，これらに関する 個の観測値

, , , ,…, ,

が与えられ，観測値の数 は ≧2であるとし，m＝2である場合には原点と２個の観測値が，ま

たm≧3である場合にはすべての観測値が同一直線上に並ぶことはないと仮定する．このような

データに対して原点を通る回帰直線

⑴ ＝

の傾き aをChebyshev基準によって求める問題を考える．

直線⑴と 番目の観測値との偏差 を

⑵ ＝ － ＝1,…,

とする．Chebyshev基準による回帰直線の傾き は，max を最小にすることによって求められ

る．いま，

⑶ ＝max

とすると，⑵と⑶より
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≧ ＝ － ≧0 i＝1,… ,

が成立するから，⑴の係数 をChebyshev基準によって求める非線形計画法の問題は，

⑷

を次の制約条件の下で最小にする

⑸ ＋ ≧ ,－ ＋ ≧－ , ≧0 ＝1,…,

というリニアー・プログラミングの問題になる．この双対問題は，

⑹ ∑ －

を次の制約条件の下で最大にする

⑺ ∑ － ＝0, ∑ ＋ ≦1, ≧0, ≧0 ＝1,…,

と表される．

３．特徴づけ定理

本節で

⑻ 0 ＝1,…,

という仮定の下でChebyshev基準による原点を通る回帰直線がもつ幾つかの特徴を明らかにする．

以後，主問題⑷-⑸の最適解を ， ，双対問題⑹-⑺の最適解を , ＝1,…, と表す．

定理１．主問題⑷-⑸とその双対問題⑹-⑺に最適解が存在し，主問題の目的関数⑷の最小値は

⑼ ＞0

である．

証明．最初に， ＝0， ＝max ,－ とすると，仮定によりすべての がゼロとなることは

ないから， ＞0であり， と は主問題の制約条件⑸を満たす．また， ＝ ＝0 ＝1,…,

とすると，これらの と は双対問題の制約条件⑺を満たす．主問題と双対問題の各々に実行可能

解が存在するので，双対定理の１つ（Collatz and Wetterling［３］，p.93,Cooper and Steinberg

［４］，p.171,Gale［６］，pp.78-82,Gass［７］，p.162,Kreko［10］，pp.194-195など）によって

主問題と双対問題の各々に最適解が存在する．

次に，もし ＝0であるならば，⑸よりすべての について ≧ ，－ ≧－ となり，これら

より ＝ ＝1,…, となるが，これはすべての観測値が同一直線上に並ぶことはないという

仮定に矛盾する．したがって，⑼が成立する． Q.E.D.

定理２．双対問題の最適解において

⑽ ＝0 ＝1,…,

が成立する．

証明．⑽に反してある番号 に対して ＞0， ＞0であるとすると，相補弛緩定理（Chvatal［２］，

pp.62-64,Collatz and Wetterling［３］，pp.92-93,Cooper and Steinberg［４］，pp.174-175,
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Gale［６］，pp.19-20,Gass［７］，pp.168-170,Hadly［８］，pp.239-241,Kreko［10］，p.196,

Murty［11］，pp.197-198など）によって主問題の最適解に対して

＋ ＝ ,－ ＋ ＝－

が成立する．これらより ＝0をえるが，これは定理１の⑼に矛盾する．したがって，⑽が成立する．

Q.E.D.

定理３．⑻が成立するならば，Chebyshev基準による回帰直線⑴は一意である．

証明．いま， ＝ － ＝1,…, とする．このとき，すべての がゼロであるとすると，双

対問題の目的関数⑹の最大値はゼロになり，双対定理の１つ（Chvatal［２］，pp.58-59,141-143,

Collatz and Wetterling［３］，pp.90-92,Cooper and Steinberg［４］，pp.163-164,Gass［７］，

pp.158-161,Hadley［８］，pp.229-230,Kreko［10］，pp.193-194,Murty［11］，p.192など）に

よって，主問題の最小値はゼロになる．しかし，これは定理１の⑼に矛盾する．ゆえに，すべての

がゼロとなることはない．次に， －1個の がゼロであるとし，簡単化のために ＝0 ＝2,

…, とすると，⑺より ＝0となるが，⑻より ＝0となり，結局すべての がゼロとなって

先の結果と同じになる．したがって， －2個以下の がゼロでなければならず，これより２個以

上の と が正でなければならない．⑺には変数の非負性の条件を除いて２本の制約式があり，最

適な基底解は丁度２個の と が正でなければならない（Gale［６］，p.84,Hadley［８］，pp.100-

103,Murty［11］，p.123など）．定理２の⑽に注意すると，同じ番号の と とが同時に正となる

ことはなく，双対問題の最適解は退化せず，主問題⑷-⑸の最適解は一意である（Chvatal［２］，p.

65,Kreko［10］，p.195,Murty［11］，p.140など）． Q.E.D.

以下において が最小である観測値の番号の集合を ， が最大である番号の集合を ，これ

ら以外の番号の集合を ，すなわち

＝ min , ＝ max , ＝ ,

とする． の定義とすべての観測値が同じ直線上に並ぶことはないという仮定より

∪ ∪ ＝ 1,…, , ∩ ＝φ, φ, φ

であり， ＝φのこともある．ここで， ∈ である観測値の中で 座標が最小であるものの番号

を ，最大であるものの番号を ，すなわち

≦ ≦ , , ∈

とし，同様に ∈ である観測値の中で 座標が最小であるものの番号を ，最大であるものの番

号を ，すなわち

≦ ≦ , , ∈

とする．ただし， が唯一つの番号から成り立つときには ＝ ， が唯一つの番号から成り立つ

ときには ＝ である．

補助定理１． と で定義した観測値 , と , に対して

＜ ∈ , ∈

が成立するならば，
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＞ ∈ , ∈

が成立する．

証明．最初に，もし ≦0であるならば， と より ＜0となるが，これらより は－ ＞－

となる．しかし，これは ＞ に矛盾する．したがって， ＞0でなければならない．次に， の

定義と より ＞ ∈ , ∈ であるから， を証明するには ＞－ ∈ を証明すれ

ばよい．そこで，これに反してある番号 に対して

≦－ ∈

が成立すると仮定する． より

＞ ∈ , ∈

である． ， と ＞0より

0＜ ≦－ ＜－

となるが，これは に矛盾する．したがって， は正しくなく， が成立する． Q.E.D.

定理４．⑻と補助定理１の が成立するとき，

＞0

であるための必要十分条件は，

＞0 ∈

であり，

＜0

であるための必要十分条件は，

＜0 ∈

であり，

＝0

であるための必要十分条件は，

＜0＜ , ∈

となる , が存在することである．

証明．十分性． が成立すると仮定し，十分小さい正数θに対して

＝θ, ＝ －θ

と定める． を用い，θが十分小さいことと に注意すると，

＋ ＝θ － ＋ ＞ ∈ , ∈

となる． より ≧ , ∈ ,θ＞0であるから，

＋ ＝θ － ＋ ≧ ∈

である（等号は ＝ のとき成立）．同様に， を用い，補助定理１の と ，θが十分小さいことよ

り

－ ＋ ＝－θ ＋ ＋ ＞－ ∈ , ∈ , ∈

が成立する．さらに， ＞0，θが十分小さいことより ＞0である．ゆえに， ， ， ， ＞0よ

り は主問題の実行可能解である．次に，目的関数⑷の最小値 は実行可能解 に対する目的関数

の値 以下であるから，
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＝ －θ ≧

が成立する．他方，主問題の制約条件⑸において

＋ ≧

が成立している．これと ， より

≧
－

≧θ＞0

であるから， がえられる．

次に， が成立するとき，十分小さい正数θに対して

＝－θ, ＝ ＋θ

と定める． を用い， とθが十分小さいことに注意すると，

＋ ＝θ － ＋ ＞ ∈ , ∈

であり， より ≧ , ∈ ,θ＞0であるから，

＋ ＝θ － ＋ ≧ ∈

をえる（ ＝ のとき等号が成立）．同様に， を用い， ， とθが十分小さいことより

－ ＋ ＝θ ＋ ＋ ＞－ ∈ , ∈ , ∈

となる．前と同様にして， ＞0である．以上の ， ， ， ＞0より は主問題の実行可能解で

ある． の実行可能解と最適解より

＝ ＋θ ≧

が成立する．また，⑸より最適解に対して

＋ ≧

が成立している．この式と ， より

≦
－

≦－θ＜0

であるから， がえられる．

最後に， が成立するとき，主問題に対して

＝0, ＝ ＝

と定め，双対問題に対して

＝
－

, ＝－
－

＝ ＝ ＝ ＝0 ＝1,…, ; ,

と定めて，これらが各々の問題の最適解であることを示せば， がえられる． と より

＋ ＝ ≧ ＝1,…,

であり（等号は ∈ のとき成立），補助定理１の と より

－ ＋ ＝ ＞－ ＝1,…,

であり， ＞0である．よって， は主問題の実行可能解である． を用いると，

∑ － ＝ ＋ ＝
－
－

＝0

∑ ＋ ＝ ＋ ＝
－
－

＝1
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であり， より ＞0， ＞0であるから， は双対問題の実行可能解である．このとき，

∑ － ＝ ＋ ＝ ＝

となり，主問題の実行可能解 に対する目的関数⑷の値と双対問題の実行可能解 に対する目的関

数⑹の値が等しいので，双対定理（Collatz and Wetterling［３］，p.92,Cooper and Steinberg

［４］，p.162,Gale［６］，pp.10-11,Hadley［８］，p.228,Kreko［10］，p.193,Murty［11］，p.191

など）によって が主問題の最適解で， が双対問題の最適解である．そして双対問題の最適解は

退化していないので，主問題の最適解は一意である． より直ちに をえる．

必要性． が成立すると仮定する．このとき，もし が成立しないならば，⑻に注意して か

のいずれかが成立しなければならない．十分性のところで証明したように， が成立するならば ＜

0， が成立するならば ＝0となり，これらは が成立するという仮定に矛盾する．したがって，

このとき が成立する．

他の場合についても同様に証明できる． Q.E.D.

補助定理２． と で定義した観測値 , と , に対して

＞ ∈ , ∈

が成立するならば，

－ ＞ ∈ , ∈

が成立する．

証明．最初に，もし ≧0であるならば， ＞0となる．これらを用いると， は ＞ となる

が，これは と の定義に矛盾する．ゆえに， ＜０でなければならない．次に， の定義と よ

り ＜ ∈ , ∈ であるから，－ ＞－ が成立する．これより を証明するには－ ＞

を証明すればよい．そこで，これに反してある番号 に対して

－ ≦ ∈

が成立すると仮定する． より

＜ ∈ , ∈

であるから， と より

0＜－ ≦ ＜

となるが，これは に矛盾する．したがって， は成立せず， が成立する． Q.E.D.

定理５．⑻と補助定理２の が成立するとき，

＞0

であるための必要十分条件は，

＜0 ∈

であり，

＜0

であるための必要十分条件は，

＞0 ∈
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であり，

＝0

であるための必要十分条件は，

＜0＜ , ∈

となる , が存在することである．

証明．十分性． が成立すると仮定し，十分小さい正数θに対して

＝θ, ＝－ ＋θ

と定める． を用い，補助定理２の ， とθが十分小さいことより

＋ ＝θ ＋ － ＞ ∈ , ∈ , ∈

が成立する．同様に， を用い， より ≧ , ∈ ,θ＞0に注意すると，

－ ＋ ＝θ － － ≧－ ∈

である（等号は ＝ のとき成立）．また， ， とθが十分小さいことより

－ ＋ ＝θ － － ＞－ ∈ , ∈

が成り立つ．さらに， とθが十分小さいことより ＞0である．ゆえに， ， ， ， ＞0より

は主問題の実行可能解である．次に，目的関数⑷の最小値 は実行可能解 に対する目的関数の

値 以下であるから，

＝－ ＋θ ≧

が成立する．他方，⑸より

－ ＋ ≧－

であるから，これと ， より

≧
＋

≧θ＞0

となり， がえられる．

次に， が成立するとき，十分小さい正数θに対して

＝－θ, ＝－θ －

と定める． を用い， ， とθが十分小さいことより

＋ ＝－θ ＋ － ＞ ∈ , ∈ , ∈

をえる．同様に， を用い， より ≧ , ∈ ,θ＞0であるから，

－ ＋ ＝θ － － ≧－ ∈

であり（等号は ＝ のとき成立）， ， とθが十分小さいことから，

－ ＋ ＝θ － － ＞－ ∈ , ∈

が成立する．さらに， より ＜0で，θが十分小さいから， ＞0である． ， ， ， ＞0よ

り は主問題の実行可能解である．前と同様，

＝－θ － ≧

が成立する．また，⑸において

－ ＋ ≧－

であるから，この式と ， より
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≦
＋

≦－θ＜0

である．したがって， がえられる．

最後に， が成立するとき，主問題に対して

＝0, ＝－ ＝－

と定め，双対問題に対して

＝
－

, ＝－
－

＝ ＝ ＝ ＝0 ＝1,…, ; ,

と定めて，これらが各々の問題の最適解であることを示す．このとき補助定理２の と より

＋ ＝－ ＞ ＝1,…,

－ ＋ ＝－ ≧－ ＝1,…,

が成立する（等号は ∈ のとき成立）．さらに， に注意すると， ＞0である．以上より は主問

題の実行可能解である．また，

∑ － ＝－ ＋ ＝
－
－

＝0

∑ ＋ ＝ ＋ ＝
－
－

＝1

であり， より ＞0, ＞0であるから， は双対問題の実行可能解である．このとき， と に

対して

∑ － ＝－ ＋ ＝－ ＝

となるから，主問題の目的関数⑷と双対問題の目的関数⑹の値が等しく，したがって双対定理によ

り が主問題の， が双対問題の最適解である．そして双対問題の最適解は退化していないので，

主問題の最適解は一意である．ゆえに， が証明された．

必要性． が成立すると仮定する．このとき，もし が成立しないならば，⑻を考慮すると，

か のいずれかが成立しなければならない．十分性のところで証明したように， が成立するなら

ば ＜0， が成立するならば ＝0となり，これらはいずれも が成立するという仮定に反する．し

たがって， が成立するならば， が成立する．

他の場合についても同様に証明できる． Q.E.D.

補助定理３． と で定義した観測値 , と , に対して

＝ ∈ , ∈

が成立するならば，

＝－ ＞ ∈

が成立する．

証明．最初に，もし ≦0であるならば， より－ ＝ となり，これより－ ＝－ か－

＝ ≧0のいずれかが成立する．最初の式は の ∩ ＝φに矛盾し，２番目の式は ≧0≧ を

意味し， あるいは に矛盾する．ゆえに， ＞0であり， と より ＝－ ＞0である．次に，
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を証明するには ＞ と ＞－ ∈ を示せばよい．最初の不等式は の定義より直ちにえ

られる．もし２番目の不等式が成立しないとすると，

≦－ ∈

となる番号 が存在する． より ＞ であるから，これより

－ ＜－

が成立する． と より

≦－ ＜－

をえるが，これは に矛盾する．ゆえに， は成立せず， が成立する． Q.E.D.

定理６．⑻と補助定理３の が成立するとき，

＞0

であるための必要十分条件は，

＜0＜ ∈ , ∈

であり，

＜0

であるための必要十分条件は，

＜0＜ ∈ , ∈

であり，

＝0

であるための必要十分条件は，

＞0, ＞0 ∈ , ∈

＜0, ＜0 ∈ , ∈

のいずれかが成立することである．

証明．十分性． が成立すると仮定する．

このとき，

＋ ≦0 ∈ , ∈

である場合には， と を定理４の証明における のように定めると，前と同様に と が成立す

る．また，補助定理３の ， ，それに とθが十分小さい正数であることより が成立する．さ

らに， ＞0であるから， はこの場合にも主問題の実行可能解である．また，

＋ ＞0 ∈ , ∈

である場合には， と を定理５の証明における のように定めると，補助定理３の ， それに

とθが十分小さいことより が成立し， ， ， ＞0も成立する．これらより はこの場合にも

主問題の実行可能解である． が成立するならば，定理４の と定理５の が成立し，これらが成

立するならば，定理４と定理５で証明したように結局 が成立する．

次に， が成立すると仮定する．このとき，

＋ ≧0 ∈ , ∈

である場合には， と を定理４の証明の中の のように定めると， と が成立する．また， ，

， ，θ＞0より が成立する． とθが小さいことより ＞0であるから，この場合にも は主
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問題の実行可能解である．また，

＋ ＜0 ∈ , ∈

である場合には， と を定理５の証明における のように定めると， ， ， ，θが十分小さ

い正数であることより ， ， ， ＞0も成立し， はこの場合にも主問題の実行可能解である．

は定理４の と定理５の を意味し，これらが成立するならば既に用いた方法と同様にして が

成立する．

最後に， が成立するとき，主問題に対して

＝0, ＝ ＝－

とし，双対問題に対して

＝
＋

＞0, ＝
＋

＞0

＝ ＝ ＝ ＝0 ＝1,…, ; ,

とする．前と同様にして と は各々の問題の最適解であり，双対問題の最適解 は退化していな

いので，主問題の最適解 は一意である．また， が成立するとき，主問題に対して

＝0, ＝ ＝－

とし，双対問題に対して

＝
＋

＞0, ＝
＋

＞0

＝ ＝ ＝ ＝0 ＝0,…, ; ,

と定める． と は各々の問題の最適解であり， は退化していないので，最適解 は一意である．

したがって， あるいは が成立するならば， あるいは より をえる．

必要性． が成立すると仮定する．このとき， が成立しないとすると，⑻を考慮して ， ，

のいずれかが成立しなければならない．しかし，これらが成立するときには十分性のところで証

明したように ＜0あるいは ＝0となって， と矛盾する．したがって， が成立するときには

が成立する．

他の場合についても同様に証明できる． Q.E.D.

定理７．⑻が成立するとき，すべての観測値が第1象限か第３象限あるいはこれらの両方にある

ならば，

＞0

であり，すべての観測値が第２象限か第４象限あるいはこれらの両方にあるならば，

＜0

である．

証明．すべての観測値が第１象限か第３象限あるいはこれらの両方にあるとする． と で定義

した観測値に対して，この場合(i) ＞0， ＞0，(ii) ＜0， ＞0，(iii) ＜0， ＜0のいずれ

かとなる．(i)の場合， に注意すると補助定理１の が成立し，したがって定理４の より すな

わち が成立する．(ii)の場合，補助定理１の ，補助定理２の ，補助定理３の のいずれかとな

るが，定理４の ，定理５の ，定理６の よりいずれの場合にも をえる．(iii)の場合， を考慮
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すると補助定理２の が成立し，したがって定理５の よりやはり すなわち が成立する．

すべての観測値が第２象限か第４象限あるいはこれらの両方にあるとすると，(i) ＞0， ＞0，

(ii) ＞0， ＜0，(iii) ＜0， ＜0のいずれかとなる．(i)の場合， に注意すると補助定理２の

が成立し，定理５の より すなわち をえる．(ii)の場合，補助定理１の ，補助定理２の ，

補助定理３の のいずれかが成立するけれども，定理４の ，定理５の ，定理６の より をえ

る．(iii)の場合，補助定理１の が成立し，定理４の より すなわち をえる． Q.E.D.

この定理７は尾崎［13］の定理３と同じである．

４．特徴づけ定理（続き）

本節で⑻が成立しないときの特徴づけ定理について考察する．

定理８． で定義した観測値 , に対して

＝0 ∈

＞ ＝1,…, ;

が成立するならば，

＞0, ＝0, ＜0

のすべてが成立する．

証明． より ＝ である． より ＞ ∈ , ∈ であるから，もし ≦0であるなら

ば，他のすべての は負である．このことを考慮すると， は－ ＞－ となり，これより ＜

となって の定義に矛盾する．ゆえに， が成立するときには， ＞0でなければならない．最初に，

十分小さい正数θに対して

＝θ, ＝

＝1, ＝ ＝ ＝0 ＝1,…, ;

と定める． ， ， ＞0より は主問題と双対問題の最適解である（双対問題の最適解は退化して

いる）．ゆえに， ＞0である．次に，

＝－θ, ＝

＝1, ＝ ＝ ＝0 ＝1,…, ;

と定める． も同様に主問題と双対問題の最適解であるから， ＜0でもある．最後に， と の凸

結合も最適解であるから， ＝0も最適解である．以上より が証明された． Q.E.D.

定理９． で定義した観測値 , に対して

＝0 ∈

＞ ＝1,…, ;

が成立するならば，

＞0, ＝0, ＜0

のすべてが成立する．
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証明． より ＝ である． より ＜ ∈ , ∈ であるから，もし ≧0ならば，他

のすべての は正である．これらと より ＞ となり， に矛盾する．ゆえに， が成立すると

きには， ＜0である．十分小さい正数θに対して

＝θ, ＝－

＝1, ＝ ＝ ＝0 ＝1,…, ;

と定める． ， ， ＜0より は主問題と双対問題の最適解である．ゆえに， ＞0である．次に，

＝－θ, ＝－

＝1, ＝ ＝ ＝0 ＝1,…, ;

と定めると， も同様に各々の問題の最適解である．ゆえに， ＜0をえる．最後に， と の凸結

合も最適解であるから， ＝0をえる．以上より が証明された． Q.E.D.

５．数値例

本節で数値例を１つ示す．

例題．⑻を満たす４個の観測値を

, ＝ －3,－3, , ＝ －2,2 , , ＝ 4,5 , , ＝ 6,5

とする（第１図参照）．

6

5

4

3

2

1

－1

－2

－3

0－3 －2 －1 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

4,5 6,5

＝
1
2

－2,2

－3,－3

第１図
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このとき，min ＝ ＝－3, max ＝ ＝ ＝5であるから， ＝ 1, ＝ 3,4 , ＝ 2 であり，

＝ ＝1, ＝3, ＝4である．これより

, ＝ , ＝ －3,－3, , ＝ , ＝ 4,5

であり，

＝ ＝5＞ ＝ ＝3, ＝ ＝4＞0

であるから，補助定理１の が成立し，定理４の が成立している．したがって， より ＞0であ

る．この場合，Chebyshev基準による原点を通る回帰直線は第１図のように

＝
1
2

となり，

＝3

である．
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