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１．はじめに

回帰直線を求める方法として最小自乗法がよく知られているが，これ以外に偏差の絶対値の和を

最小にする最小絶対値法や偏差の絶対値の最大値を最小にするChebyshev基準（ミニマックス法）

が知られている．Kelley［３］は一変数の多項式で表されるChebyshev基準による回帰曲線を求め

る問題を，またWagner［７］は最小絶対値法とChebyshev基準による回帰平面を求める問題をリ

ニアー・プログラミングの問題に変換する方法を示した．Appa and Smith［１］は最小絶対値法と

Chebyshev基準による回帰平面が示す若干の特徴をリニアー・プログラミングを利用して明らかに

した．Farebrother［２］はこれら２つの方法と関連する過去の研究結果を主としてリニアー・プロ

グラミングの観点から歴史的に考察するとともに，Chebyshev基準による回帰直線を図を用いて解

く１つの方法を提案した．しかし，この図による方法は間接的で，計算に時間がかかる．尾崎［５］

はChebyshev基準による回帰直線が示す多くの特徴をリニアー・プログラミングを利用して証明

し，尾崎［６］は原点を通るChebyshev基準による回帰直線を一般的に求める計算方法を見つけ，こ

れに基づいてこの回帰直線がもつ幾つかの特徴を明らかにした．

Chebyshev基準による回帰直線をリニアー・プログラミングを用いて求める方法は一般的で，理

論的に極めて優れている．しかし，この回帰直線をリニアー・プログラミングを用いて実際に求め

ようとすると，たとえ観測値の数がそれほど多くなくても，変換によって制約式と変数の数が多く

なり，解くのに極めて時間がかかる．この論文においてChebyshev基準による回帰直線を図を利用

して求める効率的で，一般的な方法を提案するとともに，この回帰直線がもつ幾つかの特徴を明ら

かにする．この論文は尾崎［５］で示した特徴を利用して尾崎［４］の方法を発展させたものである．

２．Chebyshev基準による回帰直線とリニアー・プログラミング

独立変数を x，従属変数を yとし，m個の観測値

x,y ， x,y ，…， x ,y

が与えられているものとする．これらの観測値に対して偏差の絶対値の最大値を最小にする直線

⑴ y＝ax＋b

の傾き aと定数項 bを推定する問題を考える．観測値の数mは統計的な推定が意味をもつために

m≧3であるとする．このとき，i番目の観測値と直線⑴との偏差 e を

⑵ e＝y－ ax＋b （i＝1，…，m

と表す．Chebyshev基準による回帰直線の係数は偏差の L ノルムである
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max e

を最小にするという問題の最適解としてえられる．いま，

⑶ z＝max e

とすると，⑵と⑶より

⑷ z≧ e ＝ y－ax－b ≧0 （i＝1，…，m）

という式が成立する．⑷より

z≧y－ax－b，z≧－y＋ax＋b，z≧0 （i＝1，…，m）

という不等式をえるから，Chebyshev基準による回帰直線の傾き aと定数項 bは，

⑸ z

を次の制約条件の下で最小にする

⑹ ax＋b＋z≧y，－ax－b＋z≧－y，z≧0 （i＝1，…，m）

というリニアー・プログラミングの問題の最適解としてえられる．ここで，a，b，zが変数であり，

aと bには符号の制約がない．なお，傾き aが非負であるとか，定数項 bがゼロである，あるいは

直線⑴が特定の点を通るというような条件を⑹に付け加えることもできる．リニアー・プログラ

ミングの問題⑸－⑹には常に最適解が存在する（尾崎［５］，定理１を参照）から，Chebyshev基準に

よる回帰直線⑴を必ず求めることができる．

３．Chebyshev基準による回帰直線の図による導出方法

本節でChebyshev基準による回帰直線を図を用いて求める方法を例を用いて説明する．

例題１．第１図の点A，O，B，C，Dで示される５個の観測値

A－1,2，O0,0，B 2,5，C 4,2，D 5,6

が与えられているものとする．

最初に，これらの２つの点を結んだときに，残りのすべての点がこの直線によってできる同じ半

平面（あるいはこの直線上）にあるような直線だけを考える．第１図の例では点OとCを結んでで

きる直線αに関して残りの点A，B，Dはすべて同じ側にあるので，直線αはこの条件を満たすも

のの１つである．次に，直線上にない残りの点の中から直線αとの偏差の絶対値が最大となるもの

を見つけ，その最大値を記録する．いまの例では直線αに対して偏差の絶対値が最大となるのは点

Bであり，このときの最大値を t とすると，t＝4である．同様に，点BとDを結んでできる直線

βを取り上げる．残りの点A，O，Cはすべて直線βに関して同じ側にあり，直線βからの偏差の

絶対値が最大となるのは点Oで，その最大値を t とすると，t＝13/3である．また，点AとBを結

んでできる直線γを考える．残りの点O，C，Dはすべて直線γの片側の平面にあり，直線γから

偏差の絶対値が最大となるのは点Ｃで，その最大値は t＝5になる．さらに，点AとOを結んでで

きる直線からの偏差の絶対値が最大となるのは点Dで，その最大値は t＝16であり，同様に点Cと

Dを結んでできる直線からの偏差の絶対値が最大となるのは点Aで，その最大値は t＝20である

(第１図には，点AとOを結んだ直線と，点CとDを結んだ直線は繁雑さを避けるために描いてな
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い）．すべての点が（２点を結ぶ）直線のいずれか一方の平面，あるいはその直線上にあるような直

線は，いまの例ではこれら５つ以外にはない．

次に，min t すなわち t＝4，t＝13/3，…，t＝20の最小値を見つける．いまの例では t＝4が最

小であり，この最小値をもたらすのは点OとCによって決定される直線αと点Ｂである．このとき

辺OCを底辺とし，点Bを頂点とする△BOCを考え，辺BOの中点をＭ，辺BCの中点をNとし，

中点ＭとNを通る直線αを引く．中点連結定理によって直線αは直線αに平行であり，直線αか

ら３点O，B，Cへの偏差の絶対値を zとすると，これらはともに
1
 
2 
t に等しい．ここで，点Bを

通り直線αに平行な直線をα′とすると，作図から明らかなように，すべての観測値は平行な２直線

αとα′に挟まれ，直線αとの偏差の絶対値は zかそれ以下になり，z＝
1
 
2 
t ，t＝ min t であるこ

とから，直線αが求めるChebyshev基準による回帰直線である．以上により第１図と簡単な計算に

よってChebyshev基準による回帰直線の方程式は，

⑺ y＝
1
 
2 
x＋2

となる．したがって，最適な a，b，zの値は

a＝
1
 
2
，b̃＝2，z＝2
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である．

４．計算の簡単化

いま述べた方法の中でmint を求めるステップは次の定理を利用することによってもっと簡単

にできる．

Chebyshev基準による回帰直線からの偏差が最大である観測値は３個存在し，これらの観測値の

１つたとえば x,y はこの回帰直線の上方(下方)に，２つの観測値たとえば x,y と x,y は下

方(上方)に位置し，上方(下方)に位置する観測値の x座標 x は下方(上方)に位置する２つの観測値

の x座標 x と x(以下簡単化のために x＜x と仮定する)による閉区間内にある，すなわち

x≦x≦x

が成立する(尾崎［５］，定理11を参照）．さらに，x が x と x による開区間内にあるとき，すなわ

ち

x＜x＜x

が成立するときには，Chebyshev基準による回帰直線は一意である(尾崎［５］，定理５と定理７を参

照）．

この定理により，２つの点を結んでできる直線のうち残りのすべての点が同一の半平面上にある

ような直線に対して偏差の絶対値が最大となる点，たとえば(x，y)の x座標が，この直線を決定し

ている２つの点，たとえば x＜x である(x，y）と(x，y)の x座標の間にある，すなわち x＜x＜

x であるならば，もはや適当な２点を結ぶ他の直線とそこからの偏差の絶対値が最大となる点を見

つけ，その最大値を調べるという作業を続ける必要はない．これらの３点を使って前節で述べた方

法にしたがって回帰直線を求めればよい．ただし，直線を決定している２点の x座標のいずれかと

偏差の絶対値が最大である点の x座標が一致する場合には，多重解の可能性があるので，それを知

るために偏差の絶対値が最大となっている点を通る他の直線を調べる必要がある．いまの例では，

２点O0,0 と C 4,2 を結ぶ直線αから偏差の絶対値が最大であるのは点B 2,5 であり，点Bの

x座標の２が点OとCの x座標による開区間の0＜x＜4内にあるから，Chebyshev基準による回

帰直線は一意である．したがって，他の２点を通る直線を調べることなく，直ちにこれら３点を用

いて回帰直線を求めればよい．

さらに，g∈M ＝ i min y ，k∈M ＝ i max y である観測値 x,y と x ,y が各々M と M の

唯１つの要素であるとき，求める回帰直線の傾き aは，x＞xであるならば，a＞0であり，x＜x で

あるならば，a＜0であり，x＝xであるならば，a 0のいずれも成立するという定理（尾崎［５］，

定理12と定理15を参照）を利用すると，Chebyshev基準による回帰直線を効率的に求めることが

できる．

５．Chebyshev基準による回帰直線の特徴

定数項をもつ最小自乗法による回帰直線がデータの平均を通ることはよく知られている．例題１
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のChebyshev基準による回帰直線⑺も５個の観測値の平均 2,3 を通る．しかし，いまのデータか

ら観測値D 5,6 を取り除くと，新しい平均は 5/4,9/4 となるが，回帰直線は⑺のまま不変で，新

しい平均を通らない．したがって，Chebyshev基準による回帰直線は最小自乗法による回帰直線と

異なって一般にデータの平均を通らない．

次に，Chebyshev基準による回帰直線は最小自乗法による回帰直線と異なって，必ずしも一意で

はないことを示そう．

例題２．第２図の点A，B，Cで示される３個の観測値

A 1,0，B 1,2，C 4,3

が与えられているものとする．

この場合，点AとCを結ぶ直線αから偏差の絶対値が最大になるのは点Bで，このときの偏差

の絶対値の最大値は２である．また，点BとCを結ぶ直線βから点Aまでの偏差の絶対値の最大値

も２となって，ともに最小である．直線αを決定する点AとCを底辺とし，点Bを頂点とする

△BACの辺BAの中点M と辺BCの中点Nを結んでできる直線αと，直線βを決定する点Bと

Cを底辺とし，点Aを頂点とする△ABCの辺ABの中点M と辺ACの中点Kとを結んでできる

直線 β̃はともに求める回帰直線である．さらに，点M を通り傾きがこれら２つの直線の間にあるも

の，すなわち

y＝ax＋1－a，1/3≦a≦1，z＝1

もすべてChebyshev基準による回帰直線である．したがって，この場合Chebyshev基準による回帰

直線は一意ではない．

例題３．第３図の点A，B，C，Dで示される４個の観測値

A 1,1，B 1,3，C 4,2，D 4,4

第２図
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が与えられているものとする．

先に説明した方法により，この場合Chebyshev基準による回帰直線は

y＝
1
 
3 
x＋

5
 
3
，z＝1

であり，これは一意である．Chebyshev基準による回帰直線は，例題１が示すように

x≠x i，j＝1，…，m；i≠j

が成立するならば，一意であり，したがって はChebyshev基準による回帰直線が一意となるため

の十分条件である（尾崎［５］，定理５を参照）．これと同じことであるが，例題２が示すようにCheby-

shev基準による回帰直線が多重解であるならば，

x＝x （i≠j）

が成立する２つの観測値 x,y と x,y が存在する．したがって， はChebyshev基準による回

帰直線が多重解となるための必要条件である（尾崎［５］，定理６を参照）．しかし，この例題３が示

すように， はChebyshev基準による回帰直線が一意となるための必要条件ではなく，また は

この回帰直線が多重解となるための十分条件でもない．

例題４．第４図の点AからEで示されている５個の観測値

A 1,1，B 2,2，C 3,5，D 4,4，E 5,5

が与えられているものとする．

この場合，偏差の L ノルムを最小にする最小絶対値法による回帰直線は

y＝x （L）

であり，偏差の L ノルムを最小にする最小自乗法による回帰直線は

y＝x＋
2
 
5

（L）

であり，Chebyshev基準による回帰直線は

第３図
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y＝x＋1 （L ）

となる．このように最小絶対値法による回帰直線は例外的な観測値に影響を受けにくいが，最小自

乗法とChebyshev基準による回帰直線は例外的な観測値によって大きく影響を受けることがある．

６．おわりに

Chebyshev基準による回帰直線を求めるためにリニアー・プログラミングの問題⑸－⑹，あるい

はこの双対問題をシンプレックス法か双対シンプレックス法を用いて解こうとすると，たとえ観測

値の数がそれほど多くなくても非常に時間がかかる．しかし，この論文で説明した図を利用する方

法を用いれば，観測値の数が多くても非常に短い時間で解くことができる．

Chebyshev基準による回帰直線はデータの中の３個の観測値だけに依存し，他の多数の観測値に

ある範囲内で全く依存しないし，必ずしも一意ではなく，そのうえ例外的な観測値に影響されるこ

とがある．しかし，正常なデータから求めたChebyshev基準による回帰直線から偏差の絶対値の最

大値の最小値に等しい幅で上下２本の平行な２直線を引き，新しい観測値が追加されたとき，この

観測値がこれらの平行な２直線によってできる帯の中に入れば，この観測値を正常な値と判定し，

この帯の中に入らなければ，異常な値と判定するという一種の品質管理にこの回帰直線は利用でき

る．

第４図
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