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１．はじめに

過剰決定の線形連立方程式の近似解は，誤差の絶対値の和である L1ノルムを最小にする最小絶

対値法，誤差の自乗和を最小にする最小自乗法，誤差の絶対値の中の最大値である L�ノルムを最

小にする Chebyshev 基準（ミニマックス法）などによって求めることができる．Chebyshev 基準に

よる近似解はリニアー・プログラミングの問題に変換して解くことができ(Collatz and Wetterling

［３], pp. 256-67, Rabinowitz［10], Rice［11], pp. 180-1, Rivlin［12], pp. 42-3, Stiefel［13], ［14],

Watson［15], pp. 39-40, Zukhovitskiy and Avdeyeva［16], pp. 190-207 など)，またこのようにして

解くのが効率的である．

本論文の目的は，過剰決定の n+1個の線形連立方程式のChebyshev 基準による近似解がこれら

の方程式によって決定される n次元単体の各頂点の座標をこの双対問題の最適解で加重平均した

値になるという基本的な定理を証明することと，この定理に基づいて Chebyshev 基準による近似

解が n次元単体の重心と一致するための必要十分条件を明らかにすることにある．

２．Chebyshev 近似のリニアー・プログラミングによる表示

方程式の数が変数の数より１個多い n次元の過剰決定の連立方程式を

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn / b1

p1�
a21x1 + a22x2 + … + a2nxn / b2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

an+1,1x1 + an+1,2x2 + … + an+1,nxn / bn+1

とし，p1�の i番目の方程式の誤差 e iを

p2� e i / b i , pa i1x1 + a i2x2 +…+ a inxn� pi/1,… , n+1�

と定義する．p1�のChebyshev 基準による近似解は，誤差の L�ノルムである

max
i=1,… , n+1

� e i �

を最小にすることによって求められる．ここで，zを

z/ max
i=1,… , n+1

� e i �

と定義すると，すべての iに対して z@ � e i � であるから，

z@ e i, z@, e i pi/1,… , n+1�, z@ 0

が成立する．これらの式に p2�を代入して整理すると，Chebyshev 基準による近似解は，
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p3� z

を次の制約条件の下で最小にする

a i1x1 + a i2x2 +…+ a inxn + z@ b i pi/1,… , n+1�

p4� , a i1x1 , a i2x2 ,…, a inxn + z@, b i pi/1,… , n+1�

z@ 0

というリニアー・プログラミングの問題の最適解としてえられる．この主問題に対する双対問題は，

p5� 6
n+1

i=1

b i pu i , v i�

を次の制約条件の下で最大にする

6
n+1

i=1

a i1 pu i , v i�/ 0

6
n+1

i=1

a i2 pu i , v i�/ 0

p6�
……………

6
n+1

i=1

a in pu i , v i�/ 0

6
n+1

i=1

pu i + v i�A 1

u i @ 0, v i @ 0 pi/1,… , n+1�

と表せる．

主問題 p3�,p4�と双対問題 p5�,p6�の各々に実行可能解が存在するので，双対定理の１つ（Collatz

and Wetterling［３], p. 93, Cooper and Steinberg［４], p. 171, Gass［６], p. 162, Krekó［８], pp.

194-5 など）によって主問題と双対問題の各々に最適解が存在する．主問題の最適解を x�j，z�，双対

問題の最適解を u�i，v i� とする．このとき，もし z�/ 0 であるならば，p4�の不等式はすべて等号で

成立し，p1�が過剰決であるという仮定に矛盾するから，

z�> 0

でなければならない．このことより相補弛緩定理（Bertsimas and Tsitsiklis［１], pp. 151-2, Chvátal

［２], pp. 62-4, Collatz and Wetterling［３], pp. 92-3, Cooper and Steinberg［４], pp. 174-5, Gass

［６], pp. 168-70, Hadley［７], pp. 239-41, Krekó［８], p. 196, Murty［９], pp. 197-8 など）によって

双対問題の制約条件 p6�の n+1番目の不等式は等号で成立し，

p6'� 6
n+1

i=1

pu i� + v i� �/ 1

となる．双対問題の最適解においてある iに対して同時に u i� > 0, v i� > 0であるならば，p4�の対

応する１組の不等式がともに等号で成立し，これらの等式を加えると，z�/ 0 となって先の結果に

矛盾する．したがって，u i� と v i� はどの iについても同時に正となることはなく，

p7� u i� v i� / 0 pi/1,… , n+1�

が成立しなければならない．

３．双対問題の実行可能解
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本節で，双対問題の実行可能解を示す．いま，s iを: 1いずれかとし，

p8� w i / �
u i ps i / 1のとき�

v i ps i /,1のとき�
pi/1,… , n+1�

と定める．p6'�，p7�，p8�より制約条件 p6�は，

a11s1w1 + a21s2w2 +…+ an+1,1sn+1wn+1 / 0

a12s1w1 + a22s2w2 +…+ an+1,2sn+1wn+1 / 0

p9� ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

a1ns1w1 + a2ns2w2 +…+ an+1,nsn+1wn+1 / 0

w1 + w2 + … + wn+1 / 1

と表せる．p9�の左辺の係数からなる行列式を

p10� D/

s1a11 s2a21 … sn+1an+1,1

s1a12 s2a22 … sn+1an+1,2

	 	 	

s1a1n s2a2n … sn+1an+1,n

1 1 … 1

とし，p1�の i番目の方程式を除いたときの左辺の係数からなる行列式を

p11� D i /

a11 a12 … a1n

	 	 	

a i-1,1 a i-1,2 … a i-1,n

a i+1,1 a i+1,2 … a i+1,n

	 	 	

an+1,1 an+1,2 … an+1,n

4 0 pi/1,… , n+1�

とする．以下において

p12� p i / s1…s i-1s i+1…sn+1 pi/1,… , n+1�

と定める．p11�と p12�を用いて p10�を最後の行で展開すると，

p13� D/ 6
n+1

i=1

p,1�n+1+i
p iD i

となる．

p11�の n+1個の D iに対して s1から sn+1の各々を

p14� sgn p,1�n+2
s1D1 / sgn p,1�n+3

s2D2 /…/ sgn p,1�2n+2
pn+1Dn+1 4 0

が成立するように定める．ここで，sgn p,1�n+1+i
s iD iは p,1�n+1+i

s iD iの符号を表し，

p,1�n+1+i
s iD i > 0ならばsgn p,1�n+1+i

siDi/1，p,1�n+1+i
siDi?0ならばsgn p,1�n+1+i

siDi/,1と

する．p14�に関する限り各項が 1に等しくなるように各々の s iを定めることも，,1に等しくなる

ようにすることもできる．しかし，後の p18�の符号に関して述べるように，これらの値のいずれか

でなければならない．p14�の各項に s1s2… sn+1を掛け，任意の iに対して s
2
i / 1であることに注

意し，p12�を用いると，

p15� sgn p,1�n+2
p1D1 / sgn p,1�n+3

p2D2 /…/ sgn p,1�2n+2
pn+1Dn+1 4 0

と表せる．p13�と p15�より D4 0である．
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Cramer のルールを用い，p11�に注意して p9�を解くと，その解は

p16� w i� /
p,1�n+1+i

p iD i

D
pi/1,… , n+1�

であり，p15�の各項が 1であっても,1であっても，p9�，p13�，p15�，p16�より

p17� 0? w i� ? 1 pi/1,… , n+1�, 6
n+1

i=1

w i� / 1

である．p16�より双対問題の目的関数 p5�の値は，p12�を考慮して

p18� 6
n+1

i=1

b i pu i� , v i� �/ 6
n+1

i=1

b is iw i� /
s1s2… sn+1

D
6
n+1

i=1

(,1)n+1+ib iD i

と表せる．p18�において s i/1ならば s iw i� / u i，s i/,1ならば s iw i� /,v iである．最適解に対

する p18�の値は主問題の目的関数 p3�の値 z�に等しく，z�> 0 であるから，

p19� 6
n+1

i=1

p,1�n+1+ib iD i 4 0

でなければならない．既に述べたように，すべての w i� は正であるから，p18�の２番目の式において

もし6b is iw i� ? 0であるならば，s i / 1であるものは s 'i /,1とし，s i /,1であるものは

s 'i / 1としてすべての s iの符号を逆にすれば，

6
n+1

i=1

b is 'iw i� /, 6
n+1

i=1

b is iw i� > 0

とすることができる．このようにすべての s iを p18�の値が正になるように決定する．

４．主問題の実行可能解

本節で，主問題の実行可能解を求める．p11�の D iから第 h行，第 j列を除いた小行列式を

D i ph, j �と表す．このとき，次の補助定理が成り立つ．

補助定理１．p11�より任意の i/1,… , n+1 ; h, j/ 1,… , nに対して

p20� D i ph, j �/ �
Dh pi,1, j � ph? iであるとき�

Dh+1 pi, j � ph@ iであるとき�

が成立する．

証明．任意の j/ 1,… , nに対して

D1 ph, j �/ Dh+1 p1, j � ph/ 1,… , n�

D2 ph, j �/ �
Dh p1, j � ph/ 1�

Dh+1 p2, j � ph/ 2,… , n�

……………

Dn ph, j �/ �
Dh pn,1, j � ph/ 1,… , n,1�

Dh+1 pn, j � ph/ n�

Dn+1 ph, j �/ Dh pn, j � ph/ 1,… , n�
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である．これらより p20�が成立する． □

p17�よりすべての iに対して w i� > 0であるから，p8�において s i / 1で w i� / u i� > 0である iに

対しては相補弛緩定理より主問題の制約条件 p4�の最初の不等式が等号で成立し，s i /,1で

w i� / v i� > 0である iに対しては p4�の２番目の不等式が等号で成立する．これらより制約条件 p4�

は，

s1a11x�1 + s1a12x�2 + … + s1a1nx�n + z�/ s1b1

s2a21x�1 + s2a22x�2 + … + s2a2nx�n + z�/ s2b2

p21�
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

sn+1an+1,1x�1 + sn+1an+1,2x�2 +…+ sn+1an+1,nx�n + z�/ sn+1bn+1

と表せる．Cramer のルールと p10�を用いて p21�を解くと，j/ 1,… , nに対して

x�j /

6
n+1

i=1

p,1� i+j
s ib i

D

s1a11 … s1a1,j-1 s1a1,j+1 … s1a1n 1

	 	 	 	 	

s i-1a i-1,1 … s i-1a i-1,j-1 s i-1a i-1,j+1 … s i-1a i-1,n 1

s i+1a i+1,1 … s i+1a i+1,j-1 s i+1a i+1,j+1 … s i+1a i+1,n 1

	 	 	 	 	

sn+1an+1,1 … sn+1an+1,j-1 sn+1an+1,j+1 … sn+1an+1,n 1

となる．この行列式を p11�と p12�を用いて最後の列で展開すると，

x�j /
p,1� j+1b1

D �p,1�n+1
p2D1 p1, j �+ p,1�n+2

p3D1 p2, j �+…+ p,1�2npn+1D1 pn, j ��
+

p,1� j+ 2b2

D �p,1�n+1
p1D2 p1, j �+ p,1�n+2

p3D2 p2, j �+…+ p,1�2npn+1D2 pn, j ��
…………………………………

+
p,1� j+ n+1bn+1

D �p,1�n+1
p1Dn+1 p1, j �+ p,1�n+2

p2Dn+1 p2, j �+…+ p,1�2npnDn+1 pn, j ��

となり，さらに補助定理 1の p20�を用いると，

x�j /
p,1� j+1b1

D
6
n+1

i= 2

p,1�n+i-1
p iD i p1, j �

+
p,1� j+ 2b2

D �p, 1�n+1
p1D1 p1, j �+ 6

n+1

i=3

p,1�n-1+i
p iD i p2, j ��

p22�
…………………………………

+
p,1� j+ n+1bn+1

D
6
n

i=1

p,1�n+i
p iD i pn, j � pj/ 1,… , n �

となる．同様に，p21�より

z�/
1

D

s1a11 s1a12 … s1a1n s1b1

s2a21 s2a22 … s2a2n s2b2

	 	 	 	

sn+1an+1,1 sn+1an+1,2 … sn+1an+1,n sn+1bn+1
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であるから，この行列式を最後の列で展開すると，

z�/

6
n+1

i=1

p,1�n+1+i
s ib i

D

s1a11 s1a12 … s1a1n

	 	 	

s i-1a i-1,1 s i-1a i-1,2 … s i-1a i-1,n

s i+1a i+1,1 s i+1a i+1,2 … s i+1a i+1,n

	 	 	

sn+1an+1,1 sn+1an+1,2 … sn+1an+1,n

となる．これより p11�を用いて

p23� z�/
s1s2…sn+1

D
6
n+1

i=1

p,1�n+1+ib iD i

と表せる．

５．Chebyshev 基準による近似解

第３節と第４節の結果より次の定理をえる．

定理１．過剰決定の連立方程式 p1�において p11�の D i 4 0が成立するとき，主問題 p3�,p4�の最

適解は p22�の x�jと p23�の z� であり，双対問題 p5�,p6�の最適解は p16�の w i� である．

証明．p22�の x�jと p23�の z� が主問題の制約条件 p4�あるいは p21�の実行可能解であることと，

p16�の w i� が双対問題の制約条件 p6�あるいは p9�の実行可能解であることは既に示した．これらの

実行可能解に対して主問題の目的関数 p3�の値と双対問題の目的関数 p5�の値は，p18�とp23�より

p24� z�/
s1s2…sn+1

D
6
n+1

i=1

p,1�n+1+ib iD i / 6
n+1

i=1

b is iw i� > 0

であるから等しい．したがって，双対定理の１つ（Bertsimas and Tsitsiklis［１], p. 148, Collatz and

Wetterling［３], p. 92, Cooper and Steinberg［４], p. 162, Hadley［７], p. 228, Krekó［８], p. 193,

Murty［９], p. 193 など）によって結論をえる． □

定理２．p11�の D i 4 0が成立するとき，主問題 p3�,p4�の最適解である p22�の x�jは一意である．

証明．双対問題 p5�,p6�の最適解である p16�の w i� は，p17�で示されるように，すべて正であるか

ら双対問題の最適解は退化せず，したがって主問題の最適解は一意である（Chvátal［２], p. 65,

Dantzig and Thapa［５], p. 73, Murty［９], p. 140 など）． □

６．Chebyshev 基準による近似解と n次元単体の頂点との関連

最初に，p1�によってできる n次元単体の n+1個の頂点の座標を求める．p1�から i番目の方程式

を除いた連立方程式を
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a11x
pi�
1 + a12x

pi�
2 + … + a1nx

pi�
n / b1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

p25�
a i-1,1x

pi�
1 + a i-1,2x

pi�
2 +…+ a i-1,nx

pi�
n / b i-1

pi/1,… , n+1�
a i+1,1x

pi�
1 + a i+1,2x

pi�
2 +…+ a i+1,nx

pi�
n / b i+1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

an+1,1x
pi�
1 + an+1,2x

pi�
2 +…+ an+1,nx

pi�
n / bn+1

と表す．p25�の解 px pi�
1 , x pi�

2 ,… , x pi�
n �は p1�によってできる n次元単体の n+1個の頂点の座標であ

る．p25�をCramer のルールを用いて解くと，

p26� x pi�
j /

1

D i � 6
i-1

h=1

p,1� j+hbhD i ph, j �+ 6
n

h=i
p,1� j+hbh+1D i ph, j �� pi= 1, … , n+1 ; j= 1, … , n�

である．このとき，次の基本的な定理をえる．

定理３．p16�の w i�，p22�の x�j，p26�の x pi�
j に対して

p27� x�j / 6
n+1

i=1

w i� x pi�
j pj/ 1,… , n�

が成立する．

証明．p16�の w i� と p26�の x pi�
j を用いると，

6
n+1

i=1

w i� x pi�
j /

p,1�n+2
p1

D
6
n

h=1

p,1� j+hbh+1D1 ph, j �+
p,1�n+3

p2

D �p,1� j+ 1b1D2 p1, j �

+ 6
n

h=2

p,1� j+hbh+1D2 ph, j ��+ ………

+
p,1�2n+2

pn+1

D
6
n

h=1

p,1� j+hbhDn+1 ph, j � pj/ 1,… , n�

となる．この式の右辺を b iで整理すると，

6
n+1

i=1

w i� x pi�
j /

p,1� j+1b1

D
6
n+1

i= 2

p,1�n+1+i
p iD i p1, j �

+
p,1� j+ 2b2

D �p,1�n+1
p1D1 p1, j �+ 6

n+1

i= 3

p,1�n+1+i
p iD i p2, j ��+……

+
p,1� j+ n+1bn+1

D
6
n

i=1

p,1�n+ i
p iD i pn, j �

となる．これと p22�を比較すれば，p27�が成立する． □

定理３より Chebyshev 基準による近似解 p22�は，p1�によってできる n次元単体の n+1個の

各々の頂点を対応する最適な双対変数の値によって加重平均した値に等しいことがわかる．

７．Chebyshev 基準による近似解と n次元単体の重心が一致するための必要十分条件

Chebyshev 基準による近似解 p22�に対する誤差を e i� とすると，p2�と p21�より
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z�/ s1e1� / s2e2� /…/ sn+1en+1� > 0

であるから，

s ie i� / s1e1� pi/1,… , n+1�

である（これらの s iはすべて p14�あるいは p18�の s iと同じである)．これらの e i� に p2�の定義を用

いて整理すると，

p28� 6
n

j=1

ps ia ij , s1a1j�x�j / s ib i , s1b1 pi/ 2,… , n+1�

と表せる．

次の補助定理を用いて以下の考察を進める．

補助定理２．p11�の D iを Dhと表し，この Dhを 1A iA h, 1である第 i行で展開すると，

p29-1� Dh / 6
n

j=1

p,1� i+ja ijDh pi, j � pi/1,… , h, 1�

であり，h+1A iA nである第 i行で展開すると，

p29-2� Dh / 6
n

j=1

p,1� i-1+ ja ijDh pi,1, j � pi/ h+ 1,… , n �

が成立する．

証明．p11�と同じ行列式 Dhを任意の第 i行で展開すると，結論をえる． □

p26�の x pi�
j は，補助定理１の p20�を用いて書き直すと，

x pi�
j /

1

D i � 6
i-1

h=1

p,1� j+hbhDh pi,1, j �+ 6
n

h=i
p,1� j+hbh+1Dh+1 pi, j ��

と表せるから，これより

6
n

j=1

a ijx
pi�
j /

1

D i

6
i-1

h=1

p,1�h-i+1bh �6
n

j=1

p,1� i-1+ ja ijDh pi,1, j ��
+ 6

n

h=i
p,1�h-ibh+1 �6

n

j=1

p,1� i+ja ijDh+1 pi, j ��
となり，補助定理２の p29�より上式の各々の中括弧は Dhと Dh+1に等しいので，上式は

p30� 6
n

j=1

a ijx
pi�
j /

1

D i � 6
i-1

h=1

p,1�h-i+1bhDh + 6
n

h=i
p,1�h-ibh+1Dh+1� pi=1, … , n+1�

と表せる．他方，p1�から i番目の方程式を除いた p25�によってできる n次元単体の重心を

pxG
1 ,… , xG

n�と表すと，重心の座標は

p31� xG
j /

1

n+1
6
n+1

i=1

x pi�
j pj/ 1,… , n�

である．

p31�で表される重心と p22�で表される Chebyshev 基準による近似解とが一致するための必要条

件を求める．そのため

p32� xG
j / x�j pj/ 1,… , n�

が成立すると仮定する．このとき，p31�と p25�より
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6
n

j=1

a ijx
G
j /

1

n+1
6
n

j=1

6
n+1

h=1

a ijx
ph�
j

/
1

n+1 �6
n

j=1

a ijx
p1�
j +…+ 6

n

j=1

a ijx
pi�
j +…+ 6

n

j=1

a ijx
pn+1�
j �

/
1

n+1 �b i +…+ 6
n

j=1

a ijx
pi�
j +…+ b i� pi/1,… , n+1�

であるから，

p33� 6
n

j=1

a ijx
G
j /

1

n+1 �6
n

j=1

a ijx
pi�
j + nb i� pi/1,… , n+1�

となる．p33�に p30�を代入すると，

p34-1� 6
n

j=1

a ijx
G
j /

1

pn+1�D i � 6
i-1

h=1

p,1�h-i+1bhDh + 6
n

h=i
p,1�h-ibh+1Dh+1 + nb iD i�

pi= 1, … , n+1�

をえる．p34-1�において i/1とすると，

p34-2� 6
n

j=1

a1jx
G
j /

1

pn+1�D1 �6
n

h=1

p,1�h-1bh+1Dh+1 + nb1D1�
となり，p32�を考慮し，p34-1�と p34-2�を p28�に代入すると，

s i

pn+1�D i � 6
i-1

h=1

p,1�h-i+1bhDh + 6
n

h=i
p,1�h-ibh+1Dh+1 + nb iD i�

,
s1

pn+1�D1 � 6
n

h=1

p,1�h-1bh+1Dh+1 + nb1D1�/ s ib i , s1b1 pi= 2, … , n+1�

となる．この右辺を左辺に移項して整理すると，

p35�

s i

D i � 6
i-1

h=1

p,1�h-i+1bhDh , b iD i + 6
n

h=i
p,1�h-ibh+1Dh+1�

,
s1

D1 �, b1D1 + 6
n

h=1

p,1�h-1bh+1Dh+1�/ 0 pi/ 2,… , n+1�

となり，p35�において iが奇数であるならば，

p36-1�
ps iD1 , s1D i�

D1D i

6
n+1

h=1

p,1�h-2bhDh / 0

と表せ，iが偶数であるならば，

p36-2�
ps iD1 + s1D i�

D1D i

6
n+1

h=1

p,1�h-1bhDh / 0

と表せる．p36-1�と p36-2�各々の積の第２項は p19�よりゼロではない．したがって，p36-1�と

p36-2�より

p37� D i / 	
s i

s1

D1 piが奇数であるとき�

,
s i

s1

D1 piが偶数であるとき�

が成立しなければならない．p8�の定義よりすべての s iは 1か,1のいずれかであるから，p37�は

p38� � D i � / � D1 � pi/ 2,… , n+1�

と同値である．したがって，p37�あるいは p38�は p31�が成立するための必要条件である．
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次に，p37�は p31�が成立するための十分条件であることを証明する．p37�が成立すると仮定する．

p12�を用いて p13�の行列式 Dは，nが奇数であるならば，

p39-1�
D/ p,1�n+2

p1D1 + p,1�n+3
p2 r,

s2

s1

D1�+…+ p,1�2n+2
pn+1 r,

sn+1

s1

D1�

/,
pn+1�s1s2…sn+1D1

s1

/, pn+1�p1D1

となり，nが偶数であるならば，

p39-2�
D/ p,1�n+2

p1D1 + p,1�n+3
p2 r,

s2

s1

D1�+…+ p,1�2n+2
pn+1 r

sn+1

s1

D1�

/
pn+1� s1s2…sn+1D1

s1

/ pn+1� p1D1

となる．p16�の w i� は，nと iが奇数であるとき，p12�，p37�，p39-1�を用いて

w i� /
p,1�n+1+i

p iD i

D
/

, p i r
s i

s1

D1�
, pn+1�p1D1

/
1

n+1

となり，同様に nが奇数で，iが偶数であるときなど他の場合についても w i� はすべて 1/pn+1�に等

しくなるので，

p40� w i� /
1

n+1
pi/1,… , n+1�

である．したがって，p27�，p31�，p40�より

x�j /
1

n+1
6
n+1

i=1

x pi�
j / xG

j pj/ 1,… , n�

が成立し，これより p32�が成立する．したがって，p37�は p31�が成立するための十分条件でもある．

以上より次の定理が成立する．

定理４．Chebyshev 基準による近似解 p22�と p1�によってできる n次元単体の重心 p31�が一致

するための必要十分条件は，p37�あるいは p38�が成立することである．

p37�と p39�より p23�の z� の値は，nが奇数であるとき，

z�/
s1s2…sn+1

D
6
n+1

i=1

p,1�n+1+ib iD i

/
s1s2…sn+1

, pn+1�p1D1 �, b1D1 + b2 r,
s2

s1

D1�+…+ bn+1 r,
sn+1

s1

D1��
/

1

n+1
6
n+1

i=1

s ib i

となり，nが偶数であるときもこれと同じ結果をえる．したがって，このとき

z�/
1

n+1
6
n+1

i=1

s ib i

となる．
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８．別の必要十分条件

本節で，Chebyshev 基準による近似解と n次元単体の重心が一致するための第２の必要十分条

件を与える．

定理５．p37�が成立するための必要十分条件は，

p41� 6
n+1

i=1

s ia ij / 0 pj/ 1,… , n�

が成立することである．

証明．p41�が成立すると仮定する．p11�の D iは，

D i /
1

s1

s1a11 s1a12 … s1a1n

a21 a22 … a2n

	 	 	

a i-1,1 a i-1,2 … a i-1,n

a i+1,1 a i+1,2 … a i+1,n

	 	 	

an+1,1 an+1,2 … an+1,n

pi= 1, … , n+1�

と表せる．この行列式の第２行に s2を掛け，以下同様にして最後の行に sn+1を掛け，これらの結

果を第１行に加えても行列式の値は変わらないから，

D i /
1

s1

s1a11 + 6
n+1

h=2
h�i

shah1 s1a12 + 6
n+1

h=2
h�i

shah2 … s1a1n + 6
n+1

h=2
h�i

shahn

a21 a22 … a2n

	 	 	

a i-1,1 a i-1,2 … a i-1,n

a i+1,1 a i+1,2 … a i+1,n

	 	 	

an+1,1 an+1,2 … an+1,n

となる．この第１行に p41�を用い，整理すると，

D i /,
s i

s1

a i1 a i2 … a in

a21 a22 … a2n

	 	 	

a i-1,1 a i-1,2 … a i-1,n

a i+1,1 a i+1,2 … a i+1,n

	 	 	

an+1,1 an+1,2 … an+1,n

となり，この第１行を第２行以下，第 i,1行まで順次入れ替え，p11�を用いると，

D i /
p,1� i-1

s iD1

s1

pi/ 2,… , n+1�

となり，これより p37�をえる．
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逆に，p37�が成立すると仮定する．このとき，iが奇数であるならば，D i , ps i/s1�D1 / 0が成立

するから，これより

D i ,
s i

s1

D1 /

a11 a12 … a1n

	 	 	

a i-1,1 a i-1,2 … a i-1,n

a i+1,1 a i+1,2 … a i+1,n

	 	 	

an+1,1 an+1,2 … an+1,n

,
s i

s1

a21 a22 … a2n

	 	 	

a i-1,1 a i-1,2 … a i-1,n

a i1 a i2 … a in

	 	 	

an+1,1 an+1,2 … an+1,n

/ 0

となる．最初の行列式の第１行を第２行以下，第 i,1行まで順次入れ替えると，

p,1� i-2

a21 a22 … a2n

	 	 	

a i-1,1 a i-1,2 … a i-1,n

a11 a12 … a1n

a i+1,1 a i+1,2 … a i+1,n

	 	 	

an+1,1 an+1,2 … an+1,n

,
s i

s1

a21 a22 … a2n

	 	 	

a i-1,1 a i-1,2 … a i-1,n

a i1 a i2 … a in

a i+1,1 a i+1,2 … a i+1,n

	 	 	

an+1,1 an+1,2 … an+1,n

/ 0

となり，これら２つの行列式は第 i行のみが異なり，iは奇数であるから，

p,1�

a21 a22 … a2n

	 	 	

a i-1,1 a i-1,2 … a i-1,n

a11 +
s i

s1

a i1 a12 +
s i

s1

a i2 … a1n +
s i

s1

a in

a i+1,1 a i+1,2 … a i+1,n

	 	 	

an+1,1 an+1,2 … an+1,n

/ 0

となる．この結果より上の行列式の各行（各列）は一次従属である．したがって，

a21y2 + a31y3 +…+ an+1,1yn+1 / a11

p42�
a22y2 + a32y3 +…+ an+1,2yn+1 / a12

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

a2ny2 + a3ny3 +…+ an+1,nyn+1 / a1n

は解をもつ．p42�を Cramer のルールを用いて解き，その分子の行列式の中の列 pa11, a12,… , a1n�'

を第１列まで順次入れ替えると，y i / p,1� i-2D i/D1となる．同様に，p37�が成立し，iが偶数であ

るときには，D i + ps i/s1�D1 / 0より同じく p42�をえ，yi / p,1� i- 2D i/D1をえる．したがって，こ

れらより

p43� y i /
p,1� i-2D i

D1

pi/ 2,… , n+1�

をえる．p37�と p43�より iが奇数であるときには，

p44-1� y i /,
D i

D1

/,
1

D1
r
s i

s1

D1�/,
s i

s1
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となり，iが偶数であるときにも同じく

p44-2� y i /
D i

D1

/
1

D1
r,

s i

s1

D1�/,
s i

s1

となる．p44�を p42�に代入し，整理すると，p41�をえる． □

定理４と５より次の定理をえる．

定理６．Chebyshev 基準による近似解 p22�と p1�によってできる n次元単体の重心が一致する

ための必要十分条件は p41�が成立することである．

９．数値例

本節で，Chebyshev 基準による近似解が２次元単体の頂点を双対問題の最適解で加重平均したも

のであることと，その近似解が２次元単体の重心と一致しない数値例と一致する数値例を示す．

例題１．過剰決定の連立方程式を

2x1 , x2 / 3

p45� , x1 + 2x2 / 0

x1 + 4x2 / 24

とする．

p45�の各々の誤差 e iを

e1 / 3, 2x1 + x2, e2 / x1 , 2x2, e3 / 24, x1 , 4x2

とし，

z/ max p � e1 �, � e2 �, � e3 � �

とすると，Chebyshev 基準による近似解は，

z

を次の制約条件の下で最小にする

2x1 , x2 + z@ 3, , 2x1 + x2 + z@, 3

, x1 + 2x2 + z@ 0, x1 , 2x2 + z@ 0

x1 + 4x2 + z@ 24, , x1 , 4x2 + z@, 24

z@ 0

という問題の最適解としてえられる．この双対問題は，

3pu1 , v1� + 24pu3 , v3�

を次の制約条件の下で最大にする

2pu1 , v1� , pu2 , v2� + pu3 , v3�/ 0

, pu1 , v1�+ 2pu2 , v2�+ 4pu3 , v3�/ 0

u1 + v1 + u2 + v2 + u3 + v3 A 1

u i @ 0, v i @ 0 pi/1, 2, 3�
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と表せる．

主問題の最適解は，

p46� x�1 / 5, x�2 / 4, z�/ 3

であり，これは第１図の点 Eで示される．双対問題の最適解は，

p47� w1� / v�1 /
1

3
, w2� / v�2 /

1

2
, w3� / u�3 /

1

6

である(他の双対変数はすべてゼロである)．次に，p45�によってできる２次元単体の頂点を求める．

p45�の１番目の式を除いたときの他の２直線の交点の座標は，

, x p1�
1 + 2x p1�

2 / 0

x p1�
1 + 4x p1�

2 / 24

より

p48-1� x p1�
1 / 8, x p1�

2 / 4

であり，これは点Aで示される．p45�の２番目の式を除いたときの他の２直線の交点の座標は，

2x p2�
1 , x p2�

2 / 3

x p2�
1 + 4x p2�

2 / 24

より

p48-2� x p2�
1 / 4, x p2�

2 / 5

であり，これは点Bで示される．最後に，３番目の式を除いたときの２直線の交点の座標は，

2x p3�
1 , x p3�

2 / 3

, x p3�
1 + 2x p3�

2 / 0

より

p48-3� x p3�
1 / 2, x p3�

2 / 1

であり，これは点Cで示される．p46�，p47�，p48�より

w1� x p1�
1 + w2� x p2�

1 + w3� x p3�
1 /

1

3
-8+

1

2
-4+

1

6
-2/ 5/ x�1

w1� x p1�
2 + w2� x p2�

2 + w3� x p3�
2 /

1

3
-4+

1

2
-5+

1

6
-1/ 4/ x�2

であるから，定理３の p27�が成立している．

しかし，この場合 p37�あるいは p41�が成立せず，

x�1 / 54
8+ 4+ 2

3
/

14

3
/ xG

1

x�2 / 44
4+ 5+ 1

3
/

10

3
/ xG

2

であり，Chebyshev 基準による近似解 E p5, 4�と２次元単体 ABCの重心 G p14/3, 10/3�は一致し

ない（第１図を参照)．
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例題２．過剰決定の連立方程式を

2x1 + x2 / 6

p49� x1 + 2x2 / 6

3x1 + 3x2 / 21

とする（過剰決定の問題の場合，３番目の式を x1 + x2 / 7とすると，別の近似解がえられるので，

このようにすることはできない)．

p49�の各々の誤差を

e1 / 6, 2x1 , x2, e2 / 6, x1 , 2x2, e3 / 21, 3x1 , 3x2

とし，

z/ max p � e1 �, � e2 �, � e3 � �

とすると，Chebyshev 基準による近似解は，

z

を次の制約条件の下で最小にする
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第１図
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C

p2, 1�

x1 + 4x2 / 24

B

p4, 5�

2x1 , x2 / 3

E p5, 4�

G

p14/3, 10/3�

,x1 + 2x2 / 0

A

p8, 4�



2x1 + x2 + z@ 6, , 2x1 , x2 + z@, 6

x1 + 2x2 + z@ 6, , x1 , 2x2 + z@, 6

3x1 + 3x2 + z@ 21, , 3x1 , 3x2 + z@, 21

z@ 0

という問題の最適解としてえられる．この双対問題は，

6pu1 , v1�+ 6pu2 , v2�+ 21pu3 , v3�

を次の制約条件の下で最大にする

2pu1 , v1�+ pu2 , v2� + 3pu3 , v3�/ 0

pu1 , v1�+ 2pu2 , v2� + 3pu3 , v3�/ 0

u1 + v1 + u2 + v2 + u3 + v3 A 1

u i @ 0, v i @ 0 pi/1, 2, 3�

と表せる．

主問題の最適解は，

p50� x�1 / 3, x�2 / 3, z�/ 3

であり，これは第２図の点 Gで示される．双対問題の最適解は，p8�を用いて

p51� w1� / v�1 /
1

3
, w2� / v�2 /

1

3
, w3� / u�3 /

1

3

である（他の双対変数はすべてゼロである)．次に，p49�によってできる２次元単体の頂点を求める．

p49�の１番目の式を除いたときの他の２直線の交点の座標は，

x p1�
1 + 2x p1�

2 / 6

3x p1�
1 + 3x p1�

2 / 21

より

p52-1� x p1�
1 / 8, x p1�

2 /, 1

であり，これは第２図の点 Aで示される．p49�の２番目の式を除いたときの２直線の交点の座標

は，

２x p2�
1 + x p2�

2 / 6

3x p2�
1 + 3x p2�

2 / 21

より

p52-2� x p2�
1 /, 1, x p2�

2 / 8

であり，これは点 Bで示される．同様に３番目の式を除いたときの２直線の交点は，

2x p3�
1 + x p3�

2 / 6

x p3�
1 + 2x p3�

2 / 6

より

p52-3� x p3�
1 / 2, x p3�

2 / 2

であり，これは点 Cで示される．p50�，p51�，p52�より
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w1� x p1�
1 + w2� x p2�

1 + w3� x p3�
1 /

1

3
-8+

1

3
-p,1�+

1

3
-2/ 3/ x�1

w1� x p1�
2 + w2� x p2�

2 + w3� x p3�
2 /

1

3
-p,1�+

1

3
-8+

1

3
-2/ 3/ x�2

であるから，定理３の p27�が成立していることが確認できる．さらに，p49�より

D1 /
1 2

3 3
/, 3, D2 /

2 1

3 3
/ 3, D3 /

2 1

1 2
/ 3

であるから，p8�と p51�より

s1 /, 1, s2 /, 1, s3 / 1

である．これらより

D2 /,
s2

s1

D1 / 3, D3 /
s3

s1

D1 / 3
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第２図
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であって，p37�が成立している．また，これらの s iに対して

s1

2

1
+ s2

1

2
+ s3

3

3
/

0

0

であるから，p41�が成立している．したがって，定理４，または定理６より p52�で表される３つの

頂点 A, B, Cによってできる２次元単体の重心 Gの座標は，

xG
1 /

x p1�
1 + x p2�

1 + x p3�
1

3
/ 3/ x�1, xG

2 /
x p1�

2 + x p2�
2 + x p3�

2

3
/ 3/ x�2

であり，これはChebyshev 基準による近似解と一致している（第２図を参照)．
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