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１．はじめに

２人ゼロ和ゲームの問題はリニアー・プログラミングの問題に変換して解くことができ，
1
逆にリ

ニアー・プログラミングの問題は主問題とその双対問題を一まとめにして２人ゼロ和ゲームの問題

に変換できる．
2
２人ゼロ和ゲームにおいてゲームの値と２人のプレイヤーの最適戦略は有界であ

る．しかし，リニアー・プログラミングの問題には最適解が存在することも，存在しないこともあ

り，また最適解における変数の幾つかが有界であることも，有界でないこともある．リニアー・プ

ログラミングの主問題とその双対問題に関して�各々の問題に最適解が存在し，これらの問題の

すべての変数が有界である，�各々の問題に最適解が存在するけれども，幾つかの変数は有界では

ない，�いずれかの問題に実行可能解が存在するけれども，その目的関数の値が有界ではなく，他

方の問題には実行可能解が存在しない，�両方の問題に実行可能解が存在しない，という４つの場

合に分けることができる．

２人ゼロ和ゲームの問題をリニアー・プログラミングの問題に変換して解くときには何の問題も

生せず，しかもこのように変換して解くのが一般に最も効率的である．しかし，必ずしも最適解が

存在せず，また最適解が存在したとしても最適な変数が必ずしも有界ではないリニアー・プログラ

ミングの問題を必ず最適解が存在し，最適解も必ず有界である２人ゼロ和ゲームの問題に変換して

解くときには，ゲームの問題として解いた最適解がリニアー・プログラミングの問題の今述べた４

つの場合のいずれに該当するか判断する基準が必要になる．

リニアー・プログラミングの問題を変換した２人ゼロ和ゲームの最適解に関して�が成立する

ための必要十分条件は多くの文献において明らかにされている．
3
また，�が成立するための条件

に言及しているものの証明がなかったり，数値例だけで示しているものもある．
4
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Tucker［8］は�と�が成立するための十分条件を，Luce and Raiffa［12］
5
と Vorob’ev［13］

6
は

�が成立するための十分条件を証明している．Bennion［1］
7
は�と�が成立するための条件を

数値例で，Dorfman, Samuelson, and Solow［4］
8
は�が成立するための条件をやはり数値例で示し

ている．

しかし，リニアー・プログラミングの主問題とその双対問題の解とこれらの問題を変換した２人

ゼロ和ゲームの解との関連は完全には解明されていない．本論文においてリニアー・プログラミン

グの解と変換された２人ゼロ和ゲームの解の関連を示す�から�までのすべての場合の必要十分

条件を証明する．特に，�と�の場合については主問題と双対問題いずれに関してそれが生じる

か明らかにする必要十分条件を与え，証明する．

２．リニアー・プログラミングにおける双対定理

任意に与えられた行列を A/ pa ij��Rm
-Rn，列ベクトルを b/ pb i��Rm，c/ pc j��Rnとし，２

つのベクトル x/ px j�，q/ pq j�の大小比較を

すべての jについて x j@q jであるとき，x@ q

x@qであって，x4qであるとき， xB q

すべての jについて x j>q jであるとき，x> q

と表し，行列やベクトルに付けた ' は転置を表す．

以下において

p1� c'x

を次の制約条件の下で最大にする

p2� Ax A b，x@ 0

という一般的なリニアー・プログラミングの主問題と，

p3� b'y

を次の制約条件の下で最小にする

p4� A'y @ c，y@ 0

という双対問題について考察する．これら一対のリニアー・プログラミングの問題に関して次に述

べる双対定理を後の証明に利用する．

定理Ⅰ．
9
主問題 p1�- p2�と双対問題 p3�- p4�に最適解が存在するための必要十分条件は両方の問

題に実行可能解が存在することである．
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定理Ⅱ．
10
主問題 p1�- p2�あるいは双対問題 p3�- p4�のいずれかに最適解が存在するならば，他方

の問題にも最適解が存在し，各々の最適解に対する２つの目的関数の値は等しい．

定理Ⅲ．
11
主問題 p1�- p2�と双対問題 p3�- p4�の各々に実行可能解が存在し，これらの実行可能解

に対する各々の目的関数の値が等しいならば，これらの実行可能解は各々の問題の最適解である．

定理Ⅳ．
12
主問題(双対問題)の目的関数の値が上に(下に)有界でないための必要十分条件は，主

問題(双対問題)に実行可能解が存在し，双対問題(主問題)に実行可能解が存在しないことである．

３．線型不等式とリニアー・プログラミングに関する基礎的な定理

すべての要素が 1である m次元列ベクトルを e，i番目の要素が 1で，他のすべての要素がゼロ

である m次元単位列ベクトルを e p i �，同様に j番目の要素が 1である n次元単位列ベクトルを

e p j �と表し，後の定理に必要な基礎的な定理を本節で示す．

定理１．
13
次の２つの命題

p5� AxA b，x@ 0が解 xをもつ

と

p6� A'y @ 0，b'y ? 0，y@ 0が解 yをもつ

のうちいずれか１つが成立し，両方が成立することはない．

証明． 最初に，

p7� e' z

を次の制約条件の下で最小にする

p8� ,Ax+z@,b，x@ 0，z@ 0

というリニアー・プログラミングの主問題と，

p9� ,b'y

を次の制約条件の下で最大にする

p10� ,A'y A 0，yA e，y@0

という双対問題を考える．p8�において任意の非負の xに対して zを十分に大きくとれば，これら

の xと zはその実行可能解であり，また p10�において y/0はその実行可能解である．これらの主

問題と双対問題の各々に実行可能解が存在するので，定理Ⅰより各々の問題に最適解が存在する．

ここで，p5�が解をもたないと仮定すると，任意の x@0に対して,Ax@+,bでなければならず，
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p8�の実行可能解はすべて zB0でなければならない．これより主問題 p7�- p8�の最適な z＊は

z＊B0であり，目的関数 p7�の最小値は e'z＊>0となる．したがって，定理Ⅱより双対問題 p9�- p10�

に,b'y＊/e'z＊>0，,A'y＊A0，y＊@0である最適解が存在する．これより p6�が解 y＊をもつ．

逆に，p5�が解 x＊をもつと仮定する．このとき，z＊/0とすると，x＊と z＊は主問題 p7�- p8�の最

適解である．よって，定理Ⅱより双対問題 p9�- p10�に最適解 y＊が存在し，,b'y＊/e'z＊/0が成

立する．このとき，,A'yA0，yAe，y@0である p10�のすべての実行可能解 yに対して,b'yA

,b'y＊/0が成立する．p10�から yAeという条件を取り除き，任意の正数倍した yを用いると，

A'y@0，y@0，b'y@0が成立し，p6�は解をもたない． □

定理２．
14
リニアー・プログラミングの主問題 p1�- p2�に最適解 x＊が存在するものとする．この

とき，最適解 x＊/ px＊j �の j番目の変数 x＊j が有界でないための必要十分条件は，

p11� AqA 0，c'q/ 0，q@ e p j �

を満たす q�Rnが存在することである．

証明．最初に，制約条件 p2�の下での目的関数 p1�の最大値を f＊とし，

p12� e p j �' x

を次の制約条件の下で最大にする

p13� AxA b，c'x A f＊，,c'xA, f＊，x@ 0

というリニアー・プログラミングの問題を考える．容易に分かるように，主問題 p1�- p2�のすべての

最適解は p13�の実行可能解であり，p13�のすべての実行可能解は主問題 p1�- p2�の最適解である．

主問題 p12�- p13�に対する双対問題は，

p14� b'y+ f＊r, f＊s

を次の制約条件の下で最小にする

p15� A'y+cr,cs@ e p j �，y@ 0，r@ 0，s@ 0

と表せる．ここで，rと sはスカラーの変数である．

（十分性） p11�を満たす解が存在すると仮定すると，

p16�

,A

,c'

c'

q @ 0，,e p j �'q? 0，q@ 0

は解 qをもつ．すると，定理１より

p17� p,A',,c, c�

y

r

s

A,e p j �，

y

r

s

@ 0

は解をもたない．ゆえに，p17�と同値の制約条件 p15�に実行可能解が存在しない．また，仮定によ

り主問題 p1�- p2�に最適解が存在するから，制約条件 p13�に実行可能解が存在する．以上より主問

題 p12�- p13�に実行可能解が存在するけれども，その双対問題 p14�- p15�には実行可能解が存在しな

い．したがって，定理Ⅳより主問題の目的関数 p12�の値 e p j �'x＊/x＊j は上に有界ではなく，無限に
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大きくできる．

（必要性） 主問題 p1�- p2�に最適解 x＊/ px＊j �が存在し，その j番目の変数 x＊j が有界ではないと

仮定する．すると，主問題 p12�- p13�に実行可能解が存在し，目的関数 p12�の値を無限に大きくで

きる．したがって，定理Ⅳより双対問題の制約条件 p15�に実行可能解が存在しない．これより p17�

は解をもたない．すると，定理１より p16�は解 qをもち，p11�を満たす解が存在する． □

定理３． リニアー・プログラミングの双対問題 p3�- p4�に最適解 y＊が存在するものとする．こ

のとき，最適解 y＊/ py＊i �の i番目の変数 y＊i が有界でないための必要十分条件は，

p18� A'p @ 0，b'p/ 0，p@ e p i �

を満たす p�Rmが存在することである．

証明． 最小化の双対問題 p3�- p4�を

,b'y

を次の制約条件の下で最大にする

,A'y A,c，y@ 0

という最大化問題に書き変える．この最大化問題の最適解の i番目の変数 y＊i が有界でないための

必要十分条件は，この最大化問題に定理２の条件 p11�を適用すると，

,A'p A 0，,b'p/ 0，p@ e p i �

と表せる．これは p18�と同値である．したがって，定理２の場合と同様に証明できる． □

４．２人ゼロ和ゲームに関する基礎的な定理

よく知られているように，
15
リニアー・プログラミングの主問題 p1�- p2�とその双対問題 p3�- p4�

を一まとめにした２人ゼロ和ゲームの利得行列は，

p19� M/

0 A ,b

,A' 0 c

b' ,c' 0

と表せる．p19�の pm+n+1�- pn+m+1�行列Mは歪対称行列で，

p20� M/,M'

という性質をもつ．

利得行列 p19�に対する最大化プレイヤーの最適戦略 xとゲームの値 vは，

p21� v

を次の制約条件の下で最大にする

p22� M'x@ ve，e'x/ 1，x@ 0

というリニアー・プログラミングの問題の最適解としてえられる．ここで，xは m+n+1次元列

ベクトル，vはスカラーで符号の制約がない変数である．最小化プレイヤーの最適戦略 yとゲーム

の値 wは，
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p23� w

を次の制約条件の下で最小にする

p24� MyA we，e'y/ 1，y@ 0

という双対問題の最適解としてえられる．やはり，yは m+n+1次元列ベクトル，wはスカラー

で符号の制約がない変数である．

定理４．任意の歪対称行列Mに対する主問題 p21�- p22�の最適解を x＊，v＊，双対問題 p23�- p24�の

最適解を y＊，w＊とすると，

p25� v＊/w＊/ 0，x＊/y＊

が成立する．

証明． e'x/1，x@0である任意の xに対して vの値を十分小さくとれば，これらは p22�の実行

可能解である．また，e'y/1，y@0である任意の yに対して wの値を十分大きくとれば，これら

は p24�の実行可能解である．主問題と双対問題の各々に実行可能解が存在するから，定理Ⅰより主

問題と双対問題の各々に最適解が存在し，定理Ⅱより

p26� v＊/w＊

が成立する．Mが p20�を満たすことに注意すると，

x'Mx/ px'Mx�' /x'M'x/,x'Mx

であるから，任意の xに対して

p27� x'Mx/x'M'x/0

が成立する．最適解に対する p22�の最初の不等式に前から非負の x＊を掛け，２番目の式を用いる

と，

p28� x＊'M'x＊@v＊

となり，同様に最適解に対する p24�の不等式に前から非負の y＊を掛け，２番目の式を用いると，

p29� y＊'My＊Aw＊

となる．p26�から p29�までの式を用いると，

0/ y＊'My＊A w＊/v＊A x＊'M'x＊/ 0

という一連の式をえる．ゆえに，これらの不等号はすべて等号で成立しなければならない．した

がって，p25�の最初の式と

y＊'My＊/x＊'M'x＊

をえる．これに p27�を用いると，

y＊'My＊/x＊'Mx＊

が成立する．これより p25�の２番目の式が成立する x＊と y＊が存在する． □

５．リニアー・プログラミングと２人ゼロ和ゲームの関連を示す基礎的な定理

本節で，リニアー・プログラミングの主問題 p1�- p2�とその双対問題 p3�- p4�の解に関する先の�

から�の場合と，p19�を利得行列とする２人ゼロ和ゲームの最適解との関連を明らかにする．
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p19�を利得行列とする２人ゼロ和ゲームは，リニアー・プログラミングの主問題 p21�- p22�とその

双対問題 p23�- p24�によって表され，定理４よりこれらの問題のゲームの値はゼロで，双方のプレ

イヤーに同じ最適戦略が存在する．したがって，p22�より

p30� M'x@ 0，x@ 0

に解が存在し，また p24�より

p31� MxA 0，x@ 0

に解が存在する．p20�に注意すると，p30�と p31�は同一の式である．いま，

x/y/

p

q

t

，p�Rm，q�Rn，t�R

とし，p19�を用い，e'x = 1に注意すると，p31�は

Mx/

0 A ,b

,A' 0 c

b' ,c' 0

p

q

t

A 0，

p

q

t

B 0

と表せる．これより

p32� AqAbt，A'p@ct，b'pAc'q，pp', q', t�'B0

に解が存在する．

定理５． リニアー・プログラミングの主問題 p1� - p2�とその双対問題 p3� - p4�に最適解が存在す

るための必要十分条件は，p32�に

p33� t＊> 0

である解 pp＊, q＊, t＊�が存在することである．

証明．（必要性） 主問題に最適解 x＊が，双対問題に最適解 y＊が存在すると仮定する．すると，

定理Ⅱより

Ax＊A b，A'y＊@ c，c'x＊/b'y＊，x＊@ 0，y＊@ 0

が成立する．これらの式の両辺に任意の正数 t＊を掛け，q＊/ t＊x＊，p＊/ t＊y＊と定めると，これら

より p32�が t＊>0に対して成立する．

（十分性） p32�に p33�を満たす解 p p＊，q＊，t＊�が存在すると仮定する．p32�の各式を t＊で割り，

x＊/q＊/t＊，y＊/p＊/t＊と定めると，

p34� Ax＊A b，A'y＊@ c，b'y＊A c'x＊，x＊@ 0，y＊@ 0

をえる．p34�における x＊と y＊は主問題 p1�- p2�と双対問題 p3�- p4�の実行可能解である．p34�の

最初の不等式に前から非負の y＊を，２番目の不等式に前から非負の x＊を掛け，３番目の不等式を

用いると，

y＊'Ax＊Ab'y＊Ac'x＊Ax＊'A'y＊

となる．ここで，y＊'Ax＊/x＊'A'y＊であるから，上式の不等号はすべて等号で成立し，

c'x＊/ b'y＊

をえる．p34�とこの式より主問題 p1�- p2�と双対問題 p3�- p4�各々の実行可能解に対する各々の目的
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関数の値が等しいので，定理Ⅲより主問題に最適解 x＊が，双対問題に最適解 y＊が存在する． □

定理６． リニアー・プログラミングの主問題 p1�- p2�に最適解が存在し，主問題の最適解におけ

るある変数が有界でないための必要十分条件は，p32�に

p35� t＊> 0

である解 pp＊, q＊, t＊�と

p36� p＊＊/ 0，t＊＊/ 0

である解 pp＊＊, q＊＊, t＊＊�が存在することである．

証明．（十分性） 定理５より p32�に p35�を満たす解が存在するならば，主問題 p1� - p2�と双対

問題 p3�- p4�に最適解が存在する．次に，p32�に p36�を満たす解が存在するならば，

p37� Aq＊＊A0，c'q＊＊@b'p＊＊/0，q＊＊B 0

が成立する．p35�を満たす解 pp＊, q＊, t＊�に対して成立する p32�の２番目の不等式に前から非負の

q＊＊を掛け，p37�の最初の不等式に注意すると，

q＊＊'cAq＊＊'A'p＊/t＊/p＊'Aq＊＊/t＊A 0

が成立する．これと p37�の２番目の式より

p38� c'q＊＊/b'p＊＊/ 0

をえる．p37�と p38�より

Aq＊＊A 0，c'q＊＊/ 0，q＊＊B e p j �

を満たす q＊＊が存在するから，定理２の p11�が成立する．したがって，主問題 p1� - p2�の最適解に

おけるある変数の値を無限に大きくできる．

（必要性） 主問題 p1� - p2�に最適解が存在し，その最適解におけるある変数が有界ではないと仮

定する．主問題に最適解が存在するならば，定理Ⅱより双対問題 p3� - p4�にも最適解が存在し，定

理５より p32�に p35�を満たす解が存在する．また，主問題の最適解におけるある変数が有界でな

いので，定理２より

p39� Aq＊＊A0，c'q＊＊/ 0，q＊＊Be p j �

である q＊＊が存在する．いま，p＊＊/0，t＊＊/0と定めると，p39�を考慮して p38�が成立し，p32�に

p36�を満たす解も存在する． □

定理７． リニアー・プログラミングの双対問題 p3� - p4�に最適解が存在し，双対問題におけるあ

る変数が有界でないための必要十分条件は，p32�に

p40� t＊> 0

である解 pp＊, q＊, t＊�と

p41� q＊＊/ 0，t＊＊/ 0

である解 pp＊＊, q＊＊, t＊＊�が存在することである．

証明．（十分性） 定理５より p32�に p40�を満たす解が存在するならば，主問題 p1� - p2�と双対問

題 p3� - p4�に最適解が存在する．また，p32�に p41�を満たす解が存在するならば，

p42� A'p＊＊@ 0，b'p＊＊Ac'q＊＊/ 0，p＊＊B 0
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が成立する．p40�を満たす解 pp＊, q＊, t＊�に対して成立する p32�の最初の不等式に前から非負の p＊＊

を掛けると，

p＊＊'Aq＊/t＊/q＊'A'p＊＊/t＊A p＊＊'b

となり，p32�より q＊@0，p42�より A'p＊＊@0であるから，上の不等式は

0A q＊'A'p＊＊A p＊＊'b

となる．これと p42�の２番目の式より

p43� b'p＊＊/c'q＊＊/ 0

をえる．p42�と p43�より

A'p＊＊@ 0，b'p＊＊/ 0，p＊＊@ e p i �

を満たす p＊＊が存在する．したがって，定理３より双対問題の最適解におけるある変数は有界では

ない．

（必要性） 双対問題 p3� - p4�に最適解が存在し，その最適解におけるある変数が有界ではないと

仮定する．双対問題に最適解が存在するので，定理Ⅱより主問題 p1� - p2�にも最適解が存在し，定

理５より p40�を満たす解 pp＊, q＊, t＊�が存在する．双対問題の最適解のある変数が有界ではないの

で，定理３より

p44� A'p＊＊@ 0，b'p＊＊/ 0，p＊＊@ e p i �

である p＊＊が存在する．このとき，q＊＊/0，t＊＊/0と定めると，p44�を考慮して p43�が成立する

し，p32�に p41�を満たす解が存在する． □

定理８．リニアー・プログラミングの主問題 p1� - p2�に実行可能解が存在するけれども，最適解

は存在せず，その目的関数の値が上に有界でないための必要十分条件は，p32�に

p45� p＊/ 0，c'q＊>0，t＊/ 0

である解 pp＊, q＊, t＊�が存在し，

p46� A'p�@ 0， b'p�? 0， p�@ 0

となる解 pp�, q�, t� �が存在しないことである．

証明．（必要性） 主問題の制約条件 p2�に実行可能解が存在し，目的関数 p1�の値を無限に大きく

できるものと仮定する．このとき，定理Ⅳより双対問題の制約条件 p4�に実行可能解が存在しない，

すなわち

p47� ,A'y A,c，y@ 0

が解 yをもたない．これに定理１を適用すると，

p48� Aq＊A0，c'q＊> 0，q＊@ 0

が解 q＊をもつ．ここで，p＊/0，t＊/0と定めると，これらの p＊，q＊，t＊は p48�より p45�を満たし，

p32�の解である．さらに，制約条件 p2�に実行可能解が存在する，すなわち

Ax A b，x@ 0

が解 xをもつから，これに再び定理１を適用すると，p46�は解をもたない．

（十分性） p32�に p45�を満たす解が存在し，p46�を満たす解は存在しないと仮定する．p46�を満

たす解が存在しないならば，定理１より主問題の制約条件 p2�に実行可能解が存在する．また，p32�
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に p45�を満たす解が存在するならば，p48�が解 q＊をもつ．p48�が解をもつならば，定理１より

p47�すなわち双対問題の制約条件 p4�に実行可能解が存在しない．主問題の制約条件に実行可能解

が存在し，その双対問題の制約条件に実行可能解が存在しないから，定理Ⅳより主問題の目的関数

p1�の値を無限に大きくできる． □

定理９． リニアー・プログラミングの双対問題 p3� - p4�に実行可能解が存在するけれども，最適

解は存在せず，その目的関数の値が下に有界でないための必要十分条件は，p32�に

p49� q＊/ 0，b'p＊? 0，t＊/ 0

である解 pp＊, q＊, t＊�が存在し，

p50� Aq�A 0， c'q�> 0， q�@ 0

である解 pp�, q�, t� �が存在しないことである．

証明．（必要性） 双対問題の制約条件 p4�に実行可能解が存在し，目的関数 p3�の値を無限に小

さくできるものとする．すると，定理Ⅳより主問題の制約条件 p2�に実行可能解が存在しない．こ

の事実に定理１を適用すると，

p51� A'p＊@ 0，b'p＊? 0，p＊@ 0

は解 p＊をもつ．このとき，q＊/0，t＊/0と定めると，p51�よりこれらの p＊，q＊，t＊は p49�を満た

し，p32�の解である．また，制約条件 p4�に実行可能解が存在する，すなわち定理８の p47�が解 yを

もつから，定理１より p48�すなわち p50�を満たす解は存在しない．

（十分性） p32�に p49�を満たす解が存在し，p50�を満たす解が存在しないと仮定する．p50�を満

たす解，すなわち

,Aq�@ 0，,c'q�? 0，q�@ 0

を満たす解が存在しないならば，定理１より

,A'y A,c，y@ 0

すなわち双対問題の制約条件 p4�に実行可能解が存在する．また，p32�に p49�を満たす解が存在す

るならば，p51�が解 p＊をもつ．p51�が解をもつならば，定理１より主問題の制約条件 p2�に実行可

能解が存在しない．以上より主問題に実行可能解が存在せず，双対問題に実行可能解が存在するか

ら，定理Ⅳより双対問題の目的関数の値を無限に小さくできる． □

定理 10． リニアー・プログラミングの主問題 p1� - p2�と双対問題 p3� - p4�の両方に実行可能解が

存在しないための必要十分条件は，p32�に

p52� q＊/ 0， b'p＊? 0， t＊/ 0

である解 pp＊, q＊, t＊�と，

p53� p＊＊/ 0，c'q＊＊> 0，t＊＊/ 0

である解 pp＊＊, q＊＊, t＊＊�が存在することである．

証明．（必要性） 制約条件 p2�と p4�に実行可能解が存在しないと仮定する．p2�に実行可能解

が存在しない，すなわち AxAb，x@0に解が存在しないから，定理１より

p54� A'p＊@ 0，b'p＊? 0，p＊@ 0

第９巻 第１号10



が解 p＊をもつ．このとき，q＊/0，t＊/0と定め，p54�に注意すると，これらの p＊，q＊，t＊は p52�

を満たし，p32�の解である．さらに，p4�すなわち,A'yA,c，y@0に解が存在しないから，定理

１より

,Aq＊＊@ 0，,c'q＊＊? 0，q＊＊@ 0

すなわち

p55� Aq＊＊A 0， c'q＊＊> 0，q＊＊@ 0

が解 q＊＊をもつ．このとき，p＊＊/0，t＊＊/0と定めると，p55�とともにこれらの p＊＊， q＊＊， t＊＊は

p53�を満たし，p32�の解である．

（十分性） p32�に p52�が成立する解が存在するならば，p54�は解 p＊をもつ．すると，定理１よ

り制約条件 p2�に実行可能解が存在しない．また，p32�に p53�が成立する解が存在するならば，p55�

は解 q＊＊をもつ．再び定理１より制約条件 p4�に実行可能解が存在しない． □

６．数値列

リニアー・プログラミングの主問題と双対問題の解とこれらの問題を変換した２人ゼロ和ゲーム

の解との関連を示す数値例を本節で取り上げる．

例題１． f/,x1+x2

を次の制約条件の下で最大にする

,x1+x2A 1，x1@ 0，x2@ 0

という主問題と，

y

を次の制約条件の下で最小にする

,y @,1，y@ 1，y@ 0

という双対問題を考える．これらの問題の最適解と主問題の目的関数の最大値 f＊は，各々

x＊1 /q，x＊2 /1+q pq@0�，y＊/1，f＊/1

である．主問題の目的関数の最大値は 1で有界であるが，２つの最適な変数 x＊1 と x＊2 の値は有界

ではない．

これらの問題に対する２人ゼロ和ゲームの利得行列は，

M/

0 A ,b

,A' 0 c

b' ,c' 0

/

0 ,1 1 ,1

1 0 0 ,1

,1 0 0 1

1 1 ,1 0

となる．これより最小化プレイヤーの観点からの最適戦略とゲームの値 v（これらは定理４より最

大化プレイヤーの最適戦略とゲームの値に等しい)はすべての戦略の賭目の和が 1に等しいという

正規化条件とともに，

v
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を次の制約条件の下で最小にする

0 ,1 1 ,1

1 0 0 ,1

,1 0 0 1

1 1 ,1 0

p

q1

q2

t

A

1

1

1

1

v

p+q1+q2+ t /1，p @ 0，q1 @ 0，q2 @ 0，t@ 0

というリニアー・プログラミングの問題の最適解としてえられる(vには符号の制約がない)．この

問題の最適解は多重解で，

p＊/1/3，q＊1 /0， q＊2 /1/3， t＊/1/3，v＊/0

と

p＊＊/0， q＊＊1 /1/2，q＊＊2 /1/2，t＊＊/0， v＊＊/0

である．これらから明らかなように，t＊>0である最適解と，t＊＊/0，p＊＊/0である最適解が存

在するので，定理６より元のリニアー・プログラミングの主問題に最適解が存在し，主問題の最適

解における幾つかの変数が有界ではないことが確認できる．

例題２． f/x1

を次の制約条件の下で最大にする

,x1+x2 A 1，x1 @ 0，x2 @ 0

という主問題と，

y

を次の制約条件の下で最小にする

,y @1，y@ 0

という双対問題を考える．この主問題には実行可能解が存在するけれども，双対問題には実行可能

解が存在せず，したがって定理Ⅳより主問題の目的関数の値を無限に大きくできる．

このとき，主問題と双対問題に基づく最小化プレイヤーの観点からの最適戦略とゲームの値は，

v

を次の制約条件の下で最小にする

0 ,1 1 ,1

1 0 0 1

,1 0 0 0

1 ,1 0 0

p

q1

q2

t

A

1

1

1

1

v

p+q1+q2+ t /1，p@ 0，q1 @ 0，q2 @ 0，t@ 0

というリニアー・プログラミングの問題の最適解としてえられる．この問題の最適解は多重解で，

p＊/ 0，q＊1 /1， q＊2 / 0， t＊/ 0，v＊/ 0

と

p�/ 0，q� 1 / 1/2，q� 2 / 1/2，t�/ 0， v�/ 0

である．このとき，最初の最適解に対して
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p＊/ 0，c'q＊/ p1 0�
1

1
/1> 0，t＊/ 0

であり，２番目の最適解に対して

A'p�/ 0，b'p�/1-0/ 0，p�/ 0

であるので，定理８の p45�を満たす解が存在するけれども，p46�を満たす解は存在しない．した

がって，定理８より主問題に実行可能解が存在し，その目的関数の値を無限に大きくできることが

確かめられる．

例題３． f/x1+x2

を次の制約条件の下で最大にする

,x1 A 1，x2 A,1，x1 @ 0，x2 @ 0

という主問題と，

y1,y2

を次の制約条件の下で最小にする

,y1 @ 1，y2 @ 1，y1 @ 0，y2 @ 0

という双対問題を考える．明らかに，これらの主問題と双対問題に実行可能解が存在しない．

このとき，主問題と双対問題に基づく最小化プレイヤーの最適戦略とゲームの値は，

v

を次の制約条件の下で最小にする

0 0 ,1 0 ,1

0 0 0 1 1

1 0 0 0 1

0 ,1 0 0 1

1 ,1 ,1 ,1 0

p1

p2

q1

q2

t

A

1

1

1

1

1

v

p1+p2+q1+q2+ t /1，p1@0，p2 @ 0，q1 @ 0，q2 @ 0，t@ 0

という問題の最適解としてえられる．この問題の最適解は多重解で，

p＊1 /0， p＊2 /1， q＊1 /0， q＊2 /0， t＊/0， v＊/0

と

p＊＊1 /0，p＊＊2 /0，q＊＊1 /1，q＊＊2 /0，t＊＊/0，v＊＊/0

である．この最初の最適解に対して

q＊/ pq＊1，q＊2 �/ 0，b'p＊/ p1 ,1�
0

1
/,1? 0，t＊/ 0

が成立し，２番目の最適解に対して

p＊＊/ pp＊＊1 , p＊＊2 �/ 0，c'q＊＊/ p1 1�
1

0
/1> 0，t＊＊/ 0

が成立するので，定理 10 の p52�と p53�を満たす解が存在する．したがって，定理 10 よりリニ

アー・プログラミングの主問題と双対問題の両方に実行可能解が存在しないことがわかる．
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